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Samenvatting

In dit verslag bekijken we zes topologische tegenvoorbeelden. Eerst bestuderen we de topologie
van Appert. Deze topologie is gedefinieerd op een aftelbare verzameling, maar heeft overaftel-
baar veel open verzamelingen. In de ruimte van Appert zijn de triviale rijtjes de enige rijtjes
die convergeren. De ruimte is separabel, maar voldoet niet aan het tweede aftelbaarheidsaxi-
oma.

Het is bekend dat elke aftelbare reguliere ruimte normaal is en dus ‘veel’ continue functies naar
het eenheidsinterval heeft. Daarom is een aftelbare reguliere ruimte niet samenhangend. Dit
geldt echter niet voor aftelbare Hausdorff ruimten. We bestuderen een ruimte die aftelbaar
Hausdorff is én samenhangend. Deze ruimte heet Gustin’s rijruimte.

Daarna bekijken we een andere samenhangende ruimte: de topologische sinus-kromme. Deze
is niet compact, maar we kunnen de ruimte uitbreiden en er een compacte ruimte van maken.
We zien in dit hoofdstuk dat niet elke kromme padsamenhangend is. Dus samenhang impli-
ceert niet altijd padsamenhang.

De vierde ruimte die we bestuderen is Van Douwen’s ruimte. Deze is regulier en T;. Elke
continue reéelwaardige functie in deze ruimte is constant.

Verder bekijken we een overaftelbaar product van normale ruimten, waarvan de productruimte
zelf niet normaal is. Of het product separabel is of niet, hangt af van de ‘grootte’ van het
product.

Tot slot nog een productruimte: de ruimte van Helly. Dit product is wel normaal, maar bevat
een niet-normale deelruimte. We zullen namelijk zien dat de ruimte compact Hausdorff is en
een deelruimte heeft die homeomorf is met de Sorgenfreylijn. De ruimte voldoet aan het eerste
maar niet aan tweede aftelbaarheidsaxioma. De ruimte is wel separabel.
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1 Inleiding

Dit verslag is onderdeel van het bacheloreindproject. Ik heb gekozen om een literatuurstudie
naar topologische tegenvoorbeelden te doen. Het bekijken van voorbeelden is erg leerzaam.
Het helpt om begrippen en stellingen beter te begrijpen. Bovendien worden voorbeelden ge-
bruikt om te onderzoeken of X direct uit Y volgt. Als er een voorbeeld is dat eigenschap Y
heeft, maar niet eigenschap X, dan wordt dit voorbeeld een tegenvoorbeeld genoemd. De
bewering Y impliceert X is met zo'n voorbeeld meteen weerlegd.

Het uitpluizen van voorbeelden, lijkt voor mij op een soort puzzel. Vaak duurt het een tijdje
voor ik het voorbeeld helemaal begrijp en de puzzelstukjes op hun plaats vallen. Dat vind ik
erg leuk aan dit onderwerp. Ik vind het daarom ook niet erg dat sommige van deze voorbeel-
den niet in het dagelijkse leven voorkomen.

De voorbeelden in dit verslag zijn, behalve Van Douwen’s ruimte, allemaal terug te vinden
in het boek Counterezamples in Topology [11]. Het voorbeeld bedacht door Van Douwen is
in 1972 verschenen in Nieuw Archief voor Wiskunde [2]. Eric van Douwen is in januari 1972
afgestudeerd aan de TH Delft. Hij heeft de ruimte beschreven in zijn afstudeerverslag Een
kondensatieproces in de topologie.

Niet alle wiskundigen gebruiken dezelfde termen en definities voor bepaalde eigenschappen.
Daarom is er een begrippenlijst toegevoegd, deze is te vinden in de bijlage. In deze begrippen-
lijst staan ook een aantal begrippen die niet in de cursus topologie zijn behandeld. Daarnaast
bevat de bijlage ook een lijst met belangrijke stellingen die gebruikt worden in dit verslag.



2 Topologie van Appert

Dit hoofdstuk gaat over de topologie van Appert. Antoine Appert beschreef deze topologie
in 1934 in zijn proefschrift [I]. Hij was geinspireerd door Urysohn, die dezelfde topologie
op een andere wijze beschreef in [I4]. Rond 1925 beschreef Urysohn namelijk een topologie
die bepaald werd door zogenaamde ‘snel stijgende’ rijtjes, deze komen overeen met gesloten
verzamelingen in de topologie van Appert.

De topologie van Appert is gedefinieerd op een aftelbare verzameling, maar heeft overaftelbaar
veel open verzamelingen. We zullen een aantal opvallende eigenschappen van deze ruimte be-
studeren. De ruimte is bijvoorbeeld separabel, maar niet perfect separabel oftewel de ruimte
voldoet niet aan het tweede aftelbaarheidsaxioma. Een andere opvallende eigenschap die we
zullen bestuderen, is dat de topologie geen niet-triviale convergente rijtjes heeft.

De topologie van Appert is gedefinieerd op de verzameling Z* van positieve gehele getal-
len. De intuitie achter de topologie T is dat deze bestaat uit deelverzamelingen van O C Z™*
waarvoor geldt dat 1 ¢ O, of 1 € O en O bevat in de limiet ongeveer even veel getallen als Z7.
Om dit op een elegante (en nette) wiskundige manier te formuleren, introduceren we eerst
een nieuwe notatie. Het aantal getallen in F C Z* die kleiner of gelijk zijn aan een zekere
n € N, noteren we met N(n, E). Ofwel N(n,E) = |{e € E: e < n}|. Nu kunnen we de open
verzamelingen netjes als volgt weergeven:

1¢0
OeT N(n,O)

10O en lim
n—o00 n

=1

Voorbeeld 2.1. Voor elke n € Z~1 is {n} open.
Voorbeeld 2.2. De verzameling Z* \ {1,2,...,13} is open.
We zullen nu laten zien dat de collectie 7 inderdaad een topologie definieert op Z™:

1. Merk op dat 1 ¢ ), dus 0 is open. Ook Z™ is open, want 1 € Z* en N(n,Z*) = n voor
elke n.

2. Stel O1,03,...,0r € T. Dan kunnen we twee gevallen onderscheiden:

(a) Als er een i € {1,2,....,k} is zodat 1 ¢ O; dan 1 ¢ ﬂ;‘f:l O;. Dus deze eindige

doorsnede van open verzamelingen is open.

(b) In het tweede geval is 1 € O; voor alle i € {1,2,...,k}. We bewijzen voor k = 2
dat de doorsnede open is, dan volgt met inductie dat ook voor willekeurige k de
doorsnede open is.

Er geldt N(n,01N032) = n—N(n, O{UOS) en N (n,O{J0S) < N(n,O5)+N (n, OS).
Dus N(n,01 N O2) > n— N(n,0f) — N(n,0S).

Voor i = 1,2 is limy,_y0o N(n,0f)/n = 0. Ook is lim, oo N(n,01 N O2)/n < 1.
Dus uit de insluitstelling volgt dat lim,, o N(n,01 N O2)/n = 1.



3. Laat O; € T voor elke ¢ € I. We onderscheiden twee gevallen:

(a) Als 1 ¢ O; voor alle i € I. Dan 1 ¢ |J;c; O; en dus is de vereniging open.

(b) Als 1 € Oj voor een j € I. Dan is n = N(n,Z") > N(n,U,;c; Oi) > N(n, O;).
Er geldt dat lim, o N(n,0;)/n =1, omdat O; open is.
Dus uit de insluitstelling volgt dat lim, 0o N(n,J;c; Oi)/n =1

Een verzameling C' is daarom gesloten als 1 € C of als 1 ¢ C en lim,,_,oc N(n,C)/n = 0.

2.1 Scheidingseigenschappen

De Appert topologie is perfect normaal, wat betekent dat de topologie normaal is en elke
gesloten deelverzameling te schrijven is als de doorsnede van aftelbaar veel open verzamelingen.
Eerst zullen we bewijzen dat de ruimte Hausdorff is, daaruit volgt meteen dat deze ook T}
is. Zij k,m € Z" en k < m. Dan zijn de verzamelingen Z* \ {m} en {m} open disjuncte
verzamelingen die respectievelijke k en m bevatten. Merk op dat m # 1, want m > k > 1.
Dus {m} is inderdaad open, omdat 1 er niet in zit. Terwijl Z* \ {m} open is, omdat 1 er in
zit en lim,— oo w =1.

Nu zullen we bewijzen dat Appert’s topologie Ty is. Laat A, B C ZT disjuncte, gesloten
verzamelingen zijn.

1. Als1¢ Aenl ¢ B, dan zijn A en B open. Dit zijn dus de disjuncte open verzamelingen
die we zoeken.

2. Als 1 € AU B, kunnen we zonder beperking der algemeenheid aannemen dat 1 € A en
1 ¢ B. Herinner dat A en B disjunct zijn. De verzameling B is open, want 1 ¢ B. Maar
ook ZT \ B is open, omdat B gesloten is. Dus de disjuncte open verzamelingen Z* \ B
en B bevatten respectievelijk A en B.

We hebben aangetoond dat de topologie van Appert normaal is. Nu rest ons te bewijzen dat
elke gesloten deelverzameling van Z™ te schrijven is als de doorsnede van aftelbaar veel open
deelverzamelingen. Stel ' C Z™ is gesloten. Als 1 ¢ F, dan is F open. Als 1 € F, dan kunnen
we F' als volgt scrhijven als de doorsnede van open verzamelingen: F = (;cpe ZT \ {i}. Dus
de topologie van Appert is perfect normaal.

2.2 Compactheid

De topologie van Appert is Lindelof, oftewel elke open overdekking heeft een aftelbare deel-
overdekking. Dit is makkelijk in te zien: als F een open overdekking is van Z*, dan is er voor
elke n € Z* een F,, met n € F,, dus {F,, : n € Z*} is een aftelbare deeloverdekking.

Voor elke n € Z* is de verzameling {n} compact. Immers, als F, een open overdekking is
van {n}, dan is er een F,, € F,, met n € F,,. Dus G, = {F,} is een eindige deeloverdekking
van {n}. Hieruit volgt dat Z* de vereniging is van aftelbaar veel compacte verzamelingen.
Als een topologische ruimte de vereniging is van aftelbaar veel compacte verzamelingen, heet
deze o-compact. Dus de topologie van Appert is o-compact.

Appert’s topologie is niet lokaal compact en daarom niet compact. We hebben net gezien
dat voor elke n de verzameling {n} compact is. Deze verzameling is open als n > 1. Het moet



dus misgaan voor n = 1. We zullen nu bewijzen dat de ruimte niet lokaal compact is, omdat
het punt 1 geen compacte omgeving heeft. Neem aan dat U; een compacte omgeving is van 1.
We zullen laten zien dat deze aanname tot tegenspraak leidt. Er is een open omgeving U C U;
van 1. De aftelbare verzameling U C Z* bevat oneindig veel punten, omdat U open is. Schrijf
U = {ug,u1,ug,...} met 1 =up < ug <wug <---. Definieer V=U \ {uy : 1 =0,1,2,...}.
N(n,V) N(n,U) — [logy(n)]

Danis lim ———= > lim =1.
n—oo n n—00 n

Dus V is een open omgeving van 1. Neem de open overdekking F = {V}U{{i} : i € U\ {1}}.
Zij G een eindige deeloverdekking van U. Dan is in ieder geval V € G en zijn er eindig veel
{i} € G. Hieruit volgt dat de open overdekking eindig veel punten uit U \ V' bevat. We weten
echter dat U \ V oneindig is. Uit deze tegenspraak volgt dat er geen compacte omgeving van
het punt 1 bestaat. De ruimte is dus niet lokaal compact.

Ten slotte zullen we laten zien dat de ruimte van Appert niet aftelbaar compact is. Een
Ti-ruimte is aftelbaar compact als elke oneindige verzameling een verdichtingspunt heeft. In
de ruimte van Appert heeft de verzameling J = {2" : n € Z~1} geen verdichtingspunt. Eerst
laten we zien dat elke p # 1 geen verdichtingspunt is van J. Zij p € Z~1, dan is de open
omgeving {p} van p z6 dat {p} N J \ {p} = 0. Nu zullen we laten zien dat het punt 1 geen
verdichtingpunt is. De verzameling Z* \ J open, want 1 € ZT \ J én

+ —_
fim NOZAT) g, N, s 1

n—00 n n—00 n n—00 n

1.

De verzameling J is oneindig en heeft geen verdichtingspunt, dus de topologie van Appert is
niet aftelbaar compact.

2.3 Aftelbaarheidsaxioma’s

De topologie van Appert voldoet niet aan het eerste aftelbaarheidsaxioma, want er is geen
aftelbare lokale basis voor het punt 1. Dit gaan we laten zien met behulp van tegenspraak.
Neem aan dat zo'n basis wel bestaat en noem deze basis B = {B,, : n € Z*}. Omdat 1 € B,
en B, € T, is B, oneindig voor elke n. Dus voor elke n is er een x, € B, met x, > 10"
Neem nu O; = ZT \ {zn, :n € Z*}. Dit is een open omgeving van 1, omdat x,, > 1 voor
elke n en

. +
1> fim YO g Noudzainez?h) oy logw(m)] _

n—o00 n n—o00 n n—o0 n

Maar B,, € Oy voor elke n en dus is B geen lokale basis voor 1. Tegenspraak.

Hieruit volgt dat deze topologie ook niet aan het tweede aftelbaarheidsaxioma voldoet. Maar
de ruimte is wel separabel, omdat de verzameling Z* aftelbaar is. Neem bijvoorbeeld de
verzameling Z-~1, deze is dicht in Z* en aftelbaar. De verzameling Z-~1 is immers niet gesloten,
dus moet zijn afsluiting gelijk zijn aan Z™.

2.4 Samenhang

Een ruimte is extreem onsamenhangend als de afsluiting van elke open deelverzameling open
is. De topologie van Appert is niet extreem onsamenhangend, want de afsluiting van de



verzameling even getallen is niet open. Laat FE de verzameling van alle even getallen zijn. We
zullen laten zien dat £ = {1} U E.

De verzameling {1} U E is gesloten, omdat 1 niet in het complement zit. Dus E C {1} U E.
Elk gesloten deelverzameling die F bevat, bevat ook het punt 1. Stel dat dit niet het geval
is. Dan is er een gesloten verzameling C' om E met 1 ¢ C. Derhalve is Z* \ C open en moet
gelden dat lim, o N(n,Z" \ C')/n = 1. Maar er geldt ook dat

i YORZNO) gy, NO) gy N E) 1L

n—00 n n—00 n n—00 n 2 2

Uit deze tegenspraak volgt dat voor elke gesloten verzameling om F, geldt dat 1 er in zit.

Dus E={1} UE.

Appert’s topologie is nuldimensionaal, want voor elk paar (F,G) gesloten en disjuncte verza-
melingen, is de lege verzameling een partitie. We weten namelijk dat F' of G clopen is, dit
hebben we gezien in het bewijs van de normaliteit.

2.5 Convergentie

Een andere bijzondere eigenschap van deze topologie is dat deze geen niet-triviale convergente
rijtjes heeft. Dit zullen we bewijzen door aan te nemen dat deze er wel zijn en te laten zien
dat dit tot tegenspraak leidt. Stel (a,)nen is een niet-triviaal rijtje dat convergeert naar het
punt a. Als a # 1, dan is {a} een open omgeving die a en a,, bevat voor alle n > N voor een
zekere N € N. Maar dan is a, = a voor alle n > N en dus is dit een triviaal rijtje. Daarom
moet a = 1. Het rijtje (an)nen bevat een strikt stijgend deelrijtje (ap,,)men, want het rijtje
is niet-triviaal. Neem nu V' = {1} U (Z* \ {an,, : i € N}). Dan is V open, dit kan op dezelfde
manier worden aangetoond als in paragraaf 2.2l Maar voor elke N € N is er een k > N,
namelijk k£ = 2V, zodat an, ¢ V. Dus dit rijtje is niet convergent. Daarom convergeren alleen
de triviale rijtjes.



3  Gustin’s rijruimte

In 1946 publiceerde William Gustin een artikel over een aftelbare, samenhangende ruimte [5]
die voldoet aan het tweede aftelbaarheidsaxioma. Deze ruimte is Hausdorff, maar niet regulier.
De ruimte wordt ook wel Gustin’s Sequence Space genoemd. Bijzonder is dat de ruimte sa-
menhangend is. Dit is een interessant verschil met aftelbare reguliere ruimten. Die zijn nooit
samenhangend. FEen aftelbare reguliere ruimte is namelijk normaal. En voor elke normale
ruimte is er een niet-constante continue functie naar het eenheidsinterval. Deze functie kan
niet surjectief zijn, omdat het eenheidsinterval niet aftelbaar is. Hieruit volgt dat de ruimte
niet samenhangend is.

Voordat we de ruimte gaan bestuderen, zullen we een aantal definities en nieuwe notaties
bekijken. In dit hoofdstuk zullen we behalve de nulrij alleen eindige rijen die bestaan uit
positieve gehele getallen bestuderen. De nulrij is hier een ‘lege rij’, dus een rij o = (s5,), met
snyn € 0. Als o = (an)k_, en a, > i voor alle n € {1,2,....k}, dan schrijven we o > i.
Logischerwijs zullen we o < @ schrijven als a,, < i voor alle n € {1,2, ..., k}. De nulrij voldoet
aan beide ongelijkheden. Als we twee rijen genaamd « en § hebben, dan kunnen we deze aan
elkaar plakken. De rij die ontstaat door 8 aan « vast te plakken, wordt genoteerd met af.

Definitie 3.1. Voor twee rijtjes o en 8 betekent 5 D; « dat er een rijtje v bestaat zodat
B =ayény>i.

Voorbeeld 3.1. Als 8 = (6,4,7,3) en a = (6,4), dan is aff = (6,4,6,4,7,3). En 8 D3 «,
omdat v = (7,3) > 3 20 is dat B = ay.

Nu kunnen we Gustin’s rijruimte definiéren. Als verzameling nemen we de vereniging van

e alle rijen met een even aantal termen inclusief de nulrij: Y = {(a,)*_, : k € 2Z+}U{o};
en

e de verzameling geordende paren bestaande uit een positief geheel getal en een ongeordend
paar even rijen: Z = {(k,{p,v}): p,v €Y,k € ZT}.

Merk op dat de verzameling X =Y U Z aftelbaar is.

We introduceren nu enkele notaties. Eerst definiéren we W = {{u,v} : p,v € Y}. Dan
kunnen we de verameling Z schrijven als Z = Z*T x W. Voor willeurige 3 definieren we
UZ(B) = {OéEY:OéDZ' ﬁ}

De verzameling W = {{u, v} : u,v € Y} is oneindig en aftelbaar. Er bestaat daarom een in-
jectieve functie p : W — P waarbij P de verzameling priemgetallen is. De functie p kiezen we
z60 dat o < p(a, o) voor elke a € Y. Dit hebben we nodig in paragraaf daar zal duidelijk
worden waarom we de functie p zo kiezen. Vervolgens definiéren we de functie q : Z — Z™T
door q(k,w) = [p(w)]*, deze functie is ook injectief. Als duidelijk is wat w of (k,w) is, zullen
we ¢q(k,w) afkorten met g of g.

De topologie op X wordt bepaald door de toekenning van lokale bases. Als u € Y dan



nemen we B, = {U;j(u) : i € Z*} als lokale basis. Voor z € Z met z = (k,{p,v}) is
B. = {Bi(z) : i € Z*} een lokale basis. Hier is B;(z) = {z} U U;(uq) U U;(vq) waarbij q een
afkorting is van q(k, {u, v}).

We controleren of dit een correcte toekenning van een lokale basis is door eerst te kijken naar
punten in Y en daarna naar punten in Z.

Zij p €Y en laat B, niet-leeg zijn. We weten dat p D; p voor elke ¢ € Z* dus p € Uj(p).
Neem Uj(p), Ug(p) € By willekeurig. Dan is Up, (1) € Uj(p) N Uk(p) voor m = max{j, k}.
Inderdaad: Als g € U,,(p) dan is er een v > m zodat uy = 8. Dus vy > j, k en daarom geldt
dat 8 € Uj(,u) N Ug(w).

Merk op dat U;(u) C Y voor elke i € Z*T. Als v € U;() voor een i € ZT, danis v € Y. We
zullen laten zien dat U;(v) C U;(u). Er geldt dat v D; u. Neem nu 5 € U;(v) dan 5 D; v D; p.
Daarom is 8 € U;(u). Hieruit volgt dat U;(v) C U; ().

Dus By, heeft de eigenschappen die een lokale basis moet hebben.

Neem z € Z en schrijf z = (k,{u,v}) en ¢ = ¢(z). Dan is B, niet leeg en zo gedefini-
eerd dat z € B;(z) voor alle i € Z*.

Ziji,j € Z* willekeurig. We hebben gezien dat Uy, (11q) C U;(ng)NU;(pgq) voor m = maz{i,j}.
Dit geldt ook als we p vervangen door v. Dus B,,(2) C B;(z) N Bj(z).

De omgeving B;(z) bevat voor elke ¢ slechts één punt uit Z, namelijk z zelf. Stel nu dat
a € Bi(2)\ {2z} voor een i € Z*. Dan is a € U;(uq) of @ € U;(vq). Dus U;(«) C B;(2), omdat
Ui(a) € Ui(pq) of Ui(er) € Ui(vq).

We hebben dus in elk punt een aftelbare lokale basis. De ruimte voldoet daarom aan het
eerste aftelbaarheidsaxioma. De verzameling X is aftelbaar, dus de ruimte voldoet ook aan
het tweede aftelbaarheidsaxioma.

3.1 Scheidingseigenschappen

Een belangrijke eigenschap van Gustin’s rijruimte is dat deze Hausdorff is. Het bewijs is
opgesplitst in drie gevallen: twee punten uit Y, één punt uit Y en één uit Z, en ten slotte
twee punten uit Z.

1. Ziju,v €Y en u# v. Danvzijneri,j € ZT z6 dat u < ienv < j. Neem m = max{i,j}.
We zullen laten zien dat U,,(u) en U, (v) disjunct zijn. Stel dat dit niet het geval is.
Dan is er een € Up, () N Uy (v). Derhalve zijn er p/,v/ > m met de eigenschap dat
pup' = 3 = v/, Maar dan is v = u, omdat v, u < m en p',v/ > m. Tegenspraak. Dus
Un(p) en Uy, (v) zijn disjuncte open omgevingen die respectievelijk p en v bevatten.

2. Stel nu dat g € Y en (k,{u,v}) € Z. Laat ¢ = q(k,{p,v}). Merk op dat 8 # ug en
B8 # vq, omdat elk van de rijen 3, u en v een even aantal termen heeft. We kunnen nu
net als in het eerste geval een m kiezen z6 dat 8 < m, pg < m en vqg < m. Er geldt

Um(ﬁ) N Bm(kv {M? V}) =0.

3. Neem (k,{u,v}), (I,{e, B}) € Z verschillend. Schrijf g, = q(k, {p,v}) en ¢ = q(l,{c, 5}).
Net als in de andere gevallen is er een m € Z* zodat

(Unkg) 0 U (var) ) () (Un@a) U Unn (Ba)) = 0.
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Merk op dat de rijen puqr en vqg verschillend zijn van de rijen aq; en Bq;. Dit volgt uit
de injectiviteit van de functie q.

Dus X is een niet-triviale Th-ruimte. Maar X is niet Urysohn. Voordat we dit aantonen,
geven we de definitie van een Urysohn-ruimte.

Definitie 3.2. Een ruimte is Urysohn als voor elke z,y € X met x # y er open omgevingen
U en V van z respectievelijk y bestaan z6 dat U NV = (). Als deze omgevingen niet bestaan
dan worden x en y H-inseparabel genoemd. Het punt x is H-inseparabel als voor elke y € X
de punten z en y H-inseparabel zijn.

Niet alle wiskundigen gebruiken dezelfde namen voor scheidingseigenschappen. William Gus-

tin gebruikt bijvoorbeeld het begrip H-separabel in plaats van Urysohn [5]. In het boek

Counterexamples in Topology wordt deze eigenschap volledig Hausdorff of 7,1 genoemd [11].
2

Om te kunnen aantonen dat in Gustin’s rijruimte elk tweetal punten H-inseparabel is, hebben
we de afsluiting van een open omgeving U;(a) nodig. We zullen laten zien dat de afsluiting
van U;(a) gelijk is aan U;(«) U V;(a) waarbij

Vi(e) = {(k;{n,v}) € Z: pg Di a of vg D; .

Eerst zullen we aantonen dat Y N U;(a) = U;(«) en daarna dat Z N U;(a) = Vi(a). Daaruit
volgt dat U;(a) = U;(e) U Vi(«).

Merk op dat U;(a) € Y NUj(«). Neem p € Y NU;(c) en een geheel getal n > «a. Er
geldt dat U;(u) NU;(a) # 0 voor alle j € Z*, omdat p een rijtje in de afsluiting van U;(«) is.
Dan is er een v € Uy, () NU;(a). Dus v is van de vorm pp’ en e’ met 4/ > n en o/ > 4. Dan
is ad’ = pp/ met 4 >nen a < n. Dus g D; @ en daarom p € U;(«).

Nu gaan we bewijzen dat Z NU;(«) = Vi(«). Zij z € Z N Uj(«) met z = (k,{p,v}). Schrijf
q = q(z). Dan is voor elke j € Z" : Bj(z) NU;() # 0. Dus uit het bewijs hierboven en het
feit dat B;(z) = {z} U U;(pq) U U;(vq) volgt dat pg D; o of vg D; . Dus z € Vi(a).

Neem nu v € V;(a) en laat ¢ = ¢(v). Dan zijn er k € Z* en p,v zodat v = (k,{u,v}) en
pg D; « of vqg D; a. Hieruit volgt dat Bj(v) NU;(a) # 0 voor alle j € ZT. Dus v € ZNU;(a).

Nu we hebben bewezen dat U;(a) = Uj(a) U Vi(ar), kunnen we aantonen dat elk punt in
Gustin’s ruimte H-inseparabel is. Zij u,v € Y. We zullen laten zien dat U, (p) N Uy, (v) # 0.
Kies k € ZT 26 dat ¢ = q(k, {p,v}) > maz{m,n}. Danis (k,{u,v}) € Vin(p) N Vi (v), want
Uq DOm pen vqg DOy v. Voor willekeurige punten uit X kunnen we een soortgelijk argument
gebruiken. Hieruit volgt dat X niet Urysohn is en dat elk paar van punten H-inseparabel is.
Dus elk punt uit X is H-inseparabel. Uit de definitie van het begrip Urysohn ruimte volgt

dat elke reguliere ruimte Urysohn is. Dus Gustin’s rijruimte is niet regulier!



3.2 Compactheid

Elke compacte Hausdorff ruimte is normaal en dus ook regulier. Gustin’s rijruimte is Hausdorff
en niet regulier, daarom is deze niet compact.

3.3 Samenhang

Stel dat O en O disjuncte niet-lege open verzamelingen zijn zodat O U Oy = X. Dan zijn
er 1 € O1 en x9 € Oy. Maar we hebben net gezien dat O; N Oy # (. Dit leidt dus tot een
tegenspraak, omdat O; = O; en Oy = Os. De verzamelingen O; en Os zijn namelijk zowel
open als gesloten. Dus er bestaat geen niet-triviale scheiding van Gustin’s rijruimte. Daarom
is deze samenhangend.

3.4 Een deelruimte

In deze paragraaf bestuderen we een deelruimte van Gustin’s rijruimte. We nemen de verza-

meling X* =Y U Z* met Z* = {(k,{p,0}) :pn €Y \{o},k € Z}.

We kunnen X* schrijven als de vereniging van open verzamelingen: (UZEZ* Bl(z)> U Ui (o).

Dus X* is open in X. Open verzamelingen in de deelruimte X* zijn daarom ook open in X.
Eerst zullen we laten zien dat het punt o H-inseparabel is in X*. Zij O, C X* een open
omgeving van 0. Neem « € Y \ {0} willekeurig en een open omgeving O, C X* van o. Dan
zijn O, en O, ook open in X. Kies i,j € ZT zodat U;(c) C Oy en Uj(a) € Op. Pak nu
k € Z" met q(k,{a,0}) > max{i,j}, dan is (k,{a,0}) € V;(oc)NV;(a)NZ*. Dus O, NOy # 0
en daarom is o een H-inseparabel punt. Hieruit volgt dat X* niet Urysohn is.

We zullen nu laten zien dat X* samenhangend is. Stel dat we niet-lege open en disjuncte
verzamelingen O1, 05 hebben met de eigenschap dat O UO2 = X*. Danis ¢ € O1 of 0 € Os.
Dus O1 N Oy # 0, omdat o een H-inseparabel punt is. Dit is in tegenspraak met de aanname
dat O; en Oz disjunct zijn, want elk van deze verzamelingen is gelijk aan zijn afsluiting. Dus
er bestaat geen niet-triviale scheiding van X™*. Daarom is X* samenhangend.

We weten verder dat de deelruimte X™* net als X aftelbaar is en aan beide aftelbaarheids-
axioma’s voldoet. De deelruimte is ook Hausdorff. We hebben gezien dat de deelruimte niet
Urysohn is, daarom is deze ruimte niet regulier. Dus X™ is niet compact.

We gaan nu aantonen dat ¢ € Y een dispersiepunt is van X*. Dit betekent dat X* sa-
menhangend is en het complement van {o} totaal onsamenhangend. Een ruimte is totaal
onsamenhangend als voor elke z en y in de ruimte met x # y er een clopen verzameling C
is zodat x € C en y ¢ C. Het bewijs is opgesplitst in vier stappen. Eerst definiéren we een
verzameling X;(A). Vervolgens zullen we aantonen dat X;(\) open is in X* \ {o}. Daarna
zullen we aantonen dat deze verzameling gesloten is in X*\ {o}. Ten slotte laten we zien dat
X*\ {0} totaal onsamenhangend is. Hieruit volgt dat o een dispersiepunt is van X*.



Stap 1

Voor A € Y\ {0} en i € Z zodat A\ < i definiéren we:

(@

x0 = (v zro).

n=1

De verzamelingen Y;"(\) en Z*(\) zijn als volgt recursief gedefinieerd:
o Y'(N) =Ui(N)
o Y'(N) ={n €Y :pDq(2),z€ 2" (\)}

o Z;'(N) =A{(kAm,0}) € 2 : p € Y"(N), q(k, {n, 0}) = i}

Stap 2

We gaan bewijzen dat X;(A\) open is in X*\ {o}. Neem z € X;()\) willekeurig. We zijn op
zoek naar een open omgeving van x die bevat is in X;(\). Er zijn twee gevallen: x € Y of
x €z

Als x € Y, dan is er een n zodat z € Y;*(\). We zullen laten zien dat de open omgeving die
we zoeken U;(x) is. Stel dat n =1 en 8 € U;(z) dan 8 D;  D; A. Dus geldt inderdaad dat
B € YEH(N). Stel nu dat n > 1 en 3 € U;(x). In dit geval hebben we dat 8 D; = D; ¢(z) voor
een z € Z" 1(\), dus B € Y*()\). Daarom geldt in beide gevallen: U;(x) C Y*(\) C X;(\).

Als x € Z*, dan is er een n zodat = € Z]'(\). Schrijf x = (k,{g,0}). De open omgeving
die we zoeken is B;(x). Om dit aan te tonen, nemen we v € U;(uq(z)) U U;(q(x)) willekeu-
rig. Als v € U;(pg(x)), dan v D; pg(x). Bovendien volgt uit de definitie van Z*(\) dat
q(z) >, dus v D; p. Ook weten we dat p € Y;(N). Uit geval 1 volgt nu dat v € Y*(\). Als
v € Ui(ogq(z)) = Ui(q(z)), dan v € Y;"*1(N). Daarom B;(x) C X;(\).

De verzameling X;()) is dus open in X* en in X*\ {o}.

Stap 3

We gaan nu aantonen dat het complement van X;(\) open is in X*\ {o}. Neem een wille-
keurige x in dit complement. We onderscheiden weer twee gevallen: x € Y of x € Z*.

Veronderstel eerst dat z € Y en neem v € U;(x) willekeurig. Stel dat v € X;(\). We
zullen laten zien dat dit tot tegenspraak leidt. Er geldt namelijk dat v D; A of v D; ¢(2)
voor een z € Z"(A). Maar ook dat v D; x, omdat v € U;(z). Dus ¢(z) D; z of X D; = of
x Diq(z) of x D3 A. Nuis z ¢ X;(\), dus de laatste twee mogelijkheden vallen af. Bovendien
weten we dat ¢(z) > i een getal is, x # o en A < i. Dus x = ¢(z) of x = A\. Maar ook
dan z € X;(\). Uit deze tegenspraak volgt dat v ¢ X;(\). We weten ook dat v # o. Dus
Ui(r) € X*\ ({o} U Xi(V).

In het tweede geval is x € Z*. We schrijven x = (k,{p,0}). Neem v € B;(z) en stel

dat v € X;(\). We zullen laten zien dat dit tot tegenspraak leidt. We kunnen aannemen dat
v # x, immers x ¢ X;(\). Dus v € U;(uq(z)) of v € U;(¢(x)). Hieruit volgt dat v D; ug(x) of
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v D; q(x), en omdat v € X;(A) geldt v D; A of v D; ¢(z) voor een z € Z*(\). Dan hebben we
de volgende mogelijkheden:

1. pg(z) D A

2. XD pg(x)

3. pg(x) D q(z) voor een z € Z'(\)
4. q(z) Di pg(x) voor een z € Z*(\)
5. q(x) D; A

6. A D;q(x)

7. q(x) D; q(z) voor een z € ZI'(\)
8. q(z) Di q(x) voor een z € Z"(\)

We zullen laten zien dat al deze mogelijkheden tot tegenspraak leiden.

Nummer 1 impliceert dat pg(z) = A, of u D; A en g(z) > i. Merk op dat ug(z) = A niet
mogelijk is, want pg(x) is oneven en ) is even. Maar dan is = € Z} ().

We weten dat A\ < ¢, dus nummer 2 of 6 zijn alleen mogelijk als A = pg(x) of A = g(z). Ook
dit is niet mogelijk, omdat \ even lengte heeft en ug(x) en g(x) oneven lengte hebben.
Omdat ¢(z) > i volgt uit nummer 3 dat pg(x) > i. We weten dat p # o, dit volgt uit de
definitie van de ruimte X*. Dus u D; ¢(2) en g(z) > 4. Maar dan is z € Z]""'()).

Merk op dat ¢(z) en g(x) rijen zijn die uit één getal bestaan. We weten dat p # o, dus nummer
4 is niet waar. Nummer 7 en 8 impliceren dat ¢(z) = ¢(z). Maar ¢ is injectief, daarom is
x=zendus z € Z(\).

Uit nummer 5 volgt dat g(z) = A, omdat A # o. Maar ¢(x) is een rij van lengte één en A is
een rij van even lengte. Dus dit is niet mogelijk.

In elk van de acht gevallen hebben we een tegenspraak afgeleid. Dus B;(z) € X*\ ({c}UX;(\))
Hiermee hebben we aangetoond dat het complement van X;(\) open is, dus X;()\) is gesloten

in X*\ {o}.

Stap 4

We zullen nu aantonen dat X* \ {o} totaal onsamenhangend is. Zij z,y € X*\ {o}. We
onderscheiden drie gevallen: z,y € Y, z,y € Z of x € Z,y € Y. Voor elke van de gevallen
wijzen we een clopen verzameling C' aan zodat x € C' en y ¢ C. Daaruit volgt dat X*\ {o}
totaal onsamenhangend is.

In het eerste geval, waarbij z,y € Y, kiezen we een i € Z* zodat zy < i. De clopen verzameling
die we zoeken is dan C' = X;(z), want « € X;(x) en y ¢ X;(z) omdat y < i en y # x.

In het tweede geval zijn z,y € Z verschillend en dus volgt uit de injectiviteit van de functie ¢
dat g(z) < q(y) of q(z) > ¢(y). We nemen voor het gemak aan dat ¢(x) < q(y). Het andere
geval is vergelijkbaar. Schrijf z = (k,{p,0}) en y = ([,{v,0}). Kies i = ¢(z) en neem
C = X;(u). Danis z € Z}(u) C C, omdat g(x) > i en pu € Y;!(u). Bovendien is y ¢ C, omdat
q(y) < q(z) = i. Merk op dat de verzameling X;(u) alleen gedefinieerd is als p < 4. Dit is het
geval, omdat de functie p zo is gekozen dat o < p(«, o) voor elke o € Y. Dan geldt inderdaad

dat p = po < p(p,0) < q(z) = i.
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Nu bekijken we het laatste geval: z € Z en y € Y. Kies i € Z* zodat yq(z) < i. De
verzameling C' = X;(y) is ook nu goed gedefinieerd. We zien dat y € C' en = ¢ C, omdat
q(z) <.

Dus de ruimte X*\ {o} is totaal onsamenhangend. Hieruit volgt dat o € X* een dispersiepunt
is van X*. Ook zien we dat elk paar punten in X*\{c} Urysohn is. Het punt o is H-inseparabel
in X*.

3.5 Semi-reguliere rijruimte
Om te beginnen hebben we de volgende definities nodig:

Definitie 3.3. Een verzameling A is regulier open als A = A°, dus als de verzameling gelijk
is aan het inwendige van zijn afsluiting.

Definitie 3.4. Een ruimte waarin de regulier open verzamelingen een basis vormen voor de
topologie, wordt semi-regulier genoemd.

We maken nu een semi-reguliere ruimte door alle regulier open verzamelingen in X als ba-
siselementen te nemen. Als A basis-open is in deze semi-reguliere ruimte, dan is A regulier
open in X. Hieruit volgt dat A ook open is in X, immers A° = A is gelijk aan A” = A. De
nieuwe topologie is dus grover dan de oorspronkelijke topologie.

We zullen nu laten zien dat deze topologie net als de oorspronkelijke Hausdorff is. Als
x1,22 € X en x1 # x2, dan zijn er open disjuncte omgevingen U; en Us van x; respctie-
velijk x2 in de oorspronkelijke topologie. Neem nu O = 710 en Oy = 720. Dan zijn O en Os
regulier open verzamelingen zodat z1 € O1 en xo € Oy. We zullen laten zien dat O en Oo
disjunct zijn. Voor elke punt y € U; geldt dat y ¢ Us, want Uy N Uy = () en Uj is open. Dus
Uy N Uy = (. Hieruit volgt dat Uy N 720 =, want Uy N 720 C Uy NUsy. Maar dan zit geen
enkel punt uit Uz~ in de afsluiting van Uy, dus Us’ NU; = 0. Derhalve is Uy NU;~ = 0. Dus
01 en O3 zijn open disjuncte omgevingen van z; respectievelijk xo.

Het is makkelijk in te zien dat de ruimte nog steeds samenhangend is, iedere open verzameling
in deze topologie is immers ook open in de oorspronkelijke topologie. Verder is deze ruimte
aftelbaar en voldoet de ruimte aan het eerste en tweede aftelbaarheidsaxioma’s. Maar net
als de originele rijruimte van Gustin is deze semi-reguliere ruimte niet Urysohn en dus niet
regulier en niet compact.
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4  Topologische sinus-kromme

De meeste mensen kennen het woord ‘kromme’ wel. Het is een woord dat niet alleen binnen
de wiskunde wordt gebruikt, maar ook daarbuiten. Intuitief zou ik een kromme beschrijven
als een al dan niet gebogen lijn die met een potlood getekend kan worden zonder het potlood
van het papier te halen. Deze beschrijving is echter te vaag. Het is bijvoorbeeld onduidelijk
of een vlakvullende lijn aan deze beschrijving voldoet.

Karl Menger heeft een boek geschreven over krommen. Het boek, genaamd Kurventheorie,
gaat onder andere over de geschiedenis van het begrip en beschrijft hoe de definitie van kromme
tot stand is gekomen [§].

We beginnen met de definitie van het begrip ‘continuiim’:

Definitie 4.1. Een continuiim is een niet-lege compacte, samenhangende metrische ruimte.

In een meer algemene context wordt een continuiim ook wel omschreven als een compacte,
samenhangende Hausdorff ruimte. Maar voor nu is definitie genoeg. In dit hoofdstuk
zullen we namelijk in een metrische ruimte werken.
Karl Menger heeft krommen als volgt gedefinieerd:

Definitie 4.2. Een continuiim K is een kromme als voor elk punt p € K en elke open
omgeving U van p er een open omgeving O is zodat p € O C U en Rd(O)N K geen continutim
bevat dat uit meer dan één punt bestaat.

Hier is Rd(O) de rand van de verzameling O.

Voorbeeld 4.1. Een ellips voldoet aan de definitie voor een kromme: Het is een compacte,
samenhangende metrische ruimte en elke cirkel met middelpunt op de ellips snijdt de ellips in
mazimaal 4 losse punten.

Nu gaan we een bijzondere kromme bestuderen, namelijk de sinus-kromme. Behalve het boek
Counterexamples in Topology is voor het schrijven van dit hoofdstuk ook gebruik gemaakt van
het artikel De poolse cirkel (Hart, 2017), zie [6]. We werken in R? en nemen de verzameling
S ={(z,sin(1)) € R?: 0 < z < 1} met de geinduceerde standaard topologie, oftewel de deel-
ruimtetopologie. De verzameling S* = S U {(0,0)} wordt de topologische sinus-kromme
genoemd, zie figuur

Is het terecht dat deze verzameling een kromme wordt genoemd? Nee, eigenlijk niet. We
zullen laten zien dat de verzameling S* niet compact is en dus geen continutim. We kunnen
deze verzameling echter wel compact maken. De verzameling die we dan krijgen is wel een
kromme.

We zullen in dit hoofdstuk ook zien dat niet elke kromme padsamenhangend is. Dus samen-
hang impliceert niet altijd padsamenhang.
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Figuur 4.1: Topologische sinus-kromme

4.1 Compactheid

S* is niet lokaal compact. Een ruimte is lokaal compact als elk punt van deze ruimte een
compacte omgeving heeft. Om aan te tonen dat S* niet lokaal compact is, moeten we dus
een punt vinden zonder compacte omgeving. Het punt O = (0,0) is hier afwijkend, dus
waarschijnlijk is dit het punt zonder compacte omgeving. Neem een willekeurige omgeving U
van het punt (0,0). Kies € > 0 zodat B(O;¢) NS* C U. Dan is {(z, 3¢)) : 2 € R} N S* een rij
die convergeert naar (0, %e) ¢ U, zie figuur Dus U is niet compact. Maar dan is S* ook
niet compact.

Figuur 4.2: De horizontale groene lijn snijdt S* in een rij punten die convergeert naar een
punt op de y-as.
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FEen andere bijzondere eigenschap van de sinus-kromme is dat deze het beeld is van een lokaal
compacte ruimte, terwijl de kromme zelf niet compact is. We kunnen de volgende functie
nemen:

Fla) = {(0,0? z=—1
(x,sin(l/z)) 0<x<1

Deze functie is continu en het domein {—1} U (0, 1] is lokaal compact, maar het beeld niet!
We kunnen S* echter wel compact maken door de verticale lijn V' = {(0,y) : =1 <y < 1} toe
te voegen. De op deze manier verkregen verzameling noemen we de gesloten topologische
sinus-kromme S. Dit is een gesloten en begrensde verzameling. Dus S is inderdaad compact.
Merk op dat S = S UV de afsluiting is van S.

4.2 Samenhang

De verzamelingen S* en S zijn beiden samenhangend. De bewijzen zijn vergelijkbaar, daarom
geven we hier alleen het bewijs voor §*. Stel F' en G zijn gesloten disjuncte verzamelingen
zodat F'U G = S*. De verzameling S is samenhangend. Zonder beperking der algemeenheid
kunnen we aannemen dat deze bevat is in F. Omdat F' gesloten en disjunct van G is, moet
G = S*\ F open zijn. Het enige punt dat nog in G zou kunnen zitten is (0,0), maar elke open
omgeving van (0,0) snijdt f. Daarom is G = (). Dus S* is samenhangend.

De verzamelingen S* en S zijn niet padsamenhangend [9]. Een ruimte is padsamenhangend als
voor elk tweetal punten a en b in die ruimte er een continue functie f van het eenheidsinterval
naar de ruimte zelf bestaat zodat f(0) =a en f(1) =b.

We nemen aan dat S* padsamenhangend is en zullen een tegenspraak afleiden. Als S* padsa-
menhangend is, dan is er een continue functie p : [0, 1] — S* met p(0) = (0,0) en p(1) = (%, 0).
Schrijf p(t) = (a(t),b(t)), dan zijn a(t) en b(t) continue functies. Uit de tussenwaardestelling
volgt dat er een rij (¢,)n>1 is met de eigenschap dat a(t,) = m en0 < - <ty <t; <l.
Dan is b(t,) = (—1)", omdat elk punt van p op de sinus-kromme ligt. Verder is (¢,),>1 een
dalende begrensde rij, dus heeft deze een limiet ¢. De functie p is continu, daarom p(t,) — p(t)
als n — oo. Maar b(t,) convergeert niet. We hebben met deze tegenspraak laten zien dat S*
niet padsamenhangend is.

Om te bewijzen dat S niet padsamenhangend is, moeten we alleen het codomein van de func-
tie p vervangen door S. De rest van het bewijs is hetzelfde. Het is echter eenvoudig in te
zien dat S uit twee padsamenhangende delen bestaat, namelijk V en f(z) = sin(1) waarbij

T
O<z<1.

We kunnen de gesloten sinus-kromme uitbreiden door de verzameling H = {(z,1) : 0 <z <1}
toe te voegen. De verkregen verzameling 7" noemen we de uitgebreide sinus-kromme.
Dus T'= S UH, zie ﬁguur
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Figuur 4.3: De uitgebreide sinus-kromme 7.

De verzameling T is boogsamenhangend, oftewel voor elke y, z € T is er een homeomorfisme
f 10,1 — f(]0,1]) met f(0) = y en f(1) = z. We onderscheiden drie gevallen. In het
eerste geval zijn y en z beide punten in de verzameling S. Terwijl in het tweede geval y en z
punten uit het complement van S zijn. Merk op dat het complement gelijk is aan V U H. Ten
slotte bekijken we het geval dat y in de verzameling S zit en z in het complement van deze
verzameling.

Als y,z € S, dan liggen y en z op de grafiek van f(z) = sin(%). Dus er is inderdaad een
homeomorfisme, met als domein het eenheidsinterval, die 0 naar y stuurt en 1 naar z.

In het geval dat y,z € V U H, houden we een verticale en een horizontale lijn over die in het
punt (0,1) met elkaar verbonden zijn. Dus ook in dit geval bestaat er een homeomorfisme
met de gewenste eigenschap.

Nu bekijken we het geval dat y € Sen z € VUH. Neem u = (%, 1), danisu € HNS. Dus uit
bovenstaande observaties volgt dat er een homeomorfisme h; is met h1(0) = y en hi(1) = u
en een homeomorfisme hy met ho(0) = u en ha(1l) = z. Deze functies kunnen we gebruiken
om een homeomorfisme van [0, 1] naar hi([0, 1]) U ha([0,1]) te maken:

B h1(21'
hle) = {h2<2<x 1)

T
x

= O
IA A
IA A
[ NI

Dus T is inderdaad boogsamenhangend. Uit de definities van boog- en padsamenhangendheid,
volgt dat T ook padsamenhangend is. Maar dit betekent niet dat de uitgebreide sinus-kromme
lokaal samenhangend is. Bekijk het punt O = (0,0) en de omgeving U = B(O, %) NT. Zij B
een open schijf zodat O € B C B(O, %) Dan is de omgeving W = B NT de disjuncte
vereniging van lijnstukjes, zie figuur 4] Dus W is niet samenhangend. Derhalve is T' niet
lokaal samenhangend.
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Figuur 4.4: De omgeving U van O is niet lokaal samenhangend: elk schijfje snijdt 7" in een
disjuncte vereniging van lijnstukken.

4.3 Kromme?

De topologische sinus-kromme S* is niet compact en dus geen continuiim. Deze verzameling
voldoet dus niet aan de definitie van een kromme. De gesloten topologische sinus-kromme S
is wel compact, samenhangend en metrisch. Dit is dus wel een continuiim.

Voor elk punt op de grafiek van sin(%), kunnen we een open schijf nemen zodat de rand twee
snijpunten heeft met de grafiek van sin(%), zie figuur Nemen we nu een punt y op het
lijnstuk V' en een willekeurige open omgeving U van y. Dan kunnen we € > 0 z6 kiezen dat
B(y;e) C U. De rand van B(y;e€) snijdt de grafiek van sin(%) in twee convergente rijen, zie
figuur De gesloten topologische sinus kromme is dus wel een echte kromme!

1 0.87
0.71
] ™\
0.5 0-6
0.5+ \
v 041 :
0 : : . ]
0.6 0.8 L 0.34
x* /
0.2 //
~03 0.1 HHIT
0 A
102 03
-1 -0.1- X
(a) Een punt op de grafiek van sin(2). (b) Een punt op de verticale lijn V.

Figuur 4.5: Voor elk punt uit S is er een omgeving die de verzameling S snijdt in continua
bestaande uit één punt.
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4.4 Poolse cirkel

Er is nog een variant op de sinus-kromme. Deze wordt gemaakt door aan de gesloten sinus-
kromme een lijnstuk toe te voegen dat het punt (0, —1) verbindt met het punt (1,sin(1)). De
kromme die ontstaat wordt de Poolse cirkel of Warschause cirkel genoemd, zie figuur [4.6]

Figuur 4.6: Poolse cirkel. Van Wikipedia. Bezocht op 19-05-2020.

Door het extra lijnstuk is de Poolse cirkel wel boogsamenhangend. De moeilijkheden rond het
punt (0,0) kunnen we nu vermijden door het extra lijnstuk. Het bewijs lijkt op dat voor de
uitgebreide sinus-kromme, maar in plaats van de verzameling H hebben we nu het lijnstuk
dat (0, —1) met (1,sin(1)) verbindt. In het geval dat er één punt op dit lijnstuk of op V' ligt en
één punt op de grafiek van f, hebben we twee homeomorfismen tussen enerzijds het punt op
het lijnstuk en (1,sin(1)) en anderzijds tussen (1,sin(1)) en het punt op de grafiek van f. Dus
op vergelijkbare manier als bij de uitgebreide sinus-kromme kunnen we een homeomorfisme
maken om te bewijzen dat de Poolse cirkel boogsamenhangend is. Hieruit volgt dat de Poolse
cirkel ook padsamenhangend is.

Op de Poolse cirkel kan ook weer een variant worden gemaakt. Hiervoor nemen we de ver-
zameling S, breiden die uit met de grafiek f(z) = sin(1) voor —1 < < 0 en ten slotte

verbinden we de punten (—1,sin(—1)) en (1,sin(1)). In figuur 4.7|is deze verzameling te zien.
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Figuur 4.7: Variant op de Poolse cirkel. Van nLab (2017), https://ncatlab.org/nlab/show/
Warsaw+circlel Bezocht op 19-05-2020.

Opmerkelijk is dat er geen continue functie g : [0,1] — R? bestaat met de eigenschap dat
g(1) € V\ {(0,—1)} en g(z) voor < 1 in het binnengebied. Als we een heel klein stukje
van V'\ {(0,—1)} afwijken, moeten we de grafiek van f wel snijden, omdat deze oneindig veel
slingeringen maakt in de buurt van V. Op dezelfde manier kunnen we inzien dat V' \ {(0,1)}
niet bereikbaar is vanuit het buitengebied. Dit is bijzonder, want dit geldt niet voor cirkels.
Elk punt van de rand van de cirkel is bereikbaar vanuit het binnen- en buitengebied.
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5 Van Douwen’s ruimte

De ruimte die we in dit hoofdstuk gaan bestuderen, is bedacht door Eric K. van Douwen [2].
Bijzonder aan deze ruimte is dat deze regulier en 77 is, met de eigenschap dat elke continue
reéelwaardige functie constant is. Eerst construeren we de ruimte en daarna controleren we of
deze aan de genoemde eigenschappen voldoet.

Voor de constructie hebben we de volgende definitie nodig:

Definitie 5.1. De punten a en b in een topologische ruimte worden tweelingen genoemd als
voor elke continue reéelwaardige functie f op deze ruimte geldt dat f(a) = f(b).

Nu gaan we de ruimte construeren. Neem een reguliere Ti-ruimte X met de tweelingen a en b.
Merk op dat deze niet-triviale ruimten oneindig zijn, want eindige T}-ruimten zijn discreet.
Voorbeelden van reguliere T}-ruimten met tweelingen zijn de reguliere ruimten van Mysior [10]
en Thomas [I3] die niet volledig regulier zijn.

We definiéren Z = X x X. Een verzameling O is open in Z als voor elke x € X de verzameling
{y : (z,y) € O} open is in X. De tweelingen van {z} x X zijn (z,a) en (z,b) voor elke z € X.
Laat nu A = {(z,a) : © € X} en B = {(z,b) : x € X}. Dan hebben A en Z\ (AU B)
dezelfde kardinaliteit. Dus is er een bijectieve functie g : A — Z \ (AU B). In figuur is
een schematische weergave van de ruimte Z met de paren {a,g(a)},a € A te zien. Merk op
dat we in deze afbeelding voor het gemak de deelverzameling N hebben gebruikt, terwijl de
verzameling X niet per se aftelbaar is.

bq by b3 ba mes
® ® ¢ ¢ ¢ o
gfa4

g(az)
g(as

a(as) | |

& o &

a1 az a3 ag ==

Figuur 5.1: De verzameling Z: de verticale lijnen zijn kopién van X. Aan elk punt uit A is
precies één punt uit Z \ (AU B) gekoppeld.

Nu gaan we een quotiéntruimte construeren. Laat B een equivalentieklasse zijn en laat voor
elke z € X het paar {(z,a), g(z,a)} een equivalentieklasse zijn, zie figuur[5.2] De bijbehorende
quotiéntafbeelding noemen we ¢ en de quotiéntruimte Y. De topologie Ty op Y bestaat uit
alle deelverzamelingen U van Y waarvoor ¢~ ![U] open is in Z.

We zullen nu aantonen dat (Y,7y) een reguliere Tj-ruimte is waarop elke reéelwaardige
functie constant is. Om te beginnen laten we zien dat elke continue reéelwaardige functie
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Figuur 5.2: De ruimte Y

constant is. Zij f : Y — R continu. Dan is f o g continu, en op elke equivalentieklasse
is f o g constant. Omdat a = (z,a) en b = (z,b) voor elke x € X tweelingen zijn, is
(fog)(a) = (foq)(b) = f(q[B]) voor elke z € X. Neem nu z € Z \ (AU B) willekeurig. Dan
is er een u € X zodat g(u,a) = z en daarom zit z in dezelfde equivalentieklasse als a,, = (u, a).
Dus (foq)(z) = (f oq)(ay) = f(¢[B]). Hieruit volgt dat f o ¢ constant is op heel Z. Dus f
is constant op Y.

Nu gaan we laten zien dat (Y,7y) de Tj-eigenschap heeft. Een verzameling F' is gesloten
in Y als ¢7'[Y] gesloten is in Z. Voor elke z € X is {x} gesloten in X, omdat dit een T}-
ruimte is. We weten dus dat {b} gesloten is in Y, want ¢~ *[{b}] = B is gesloten in Z. Merk
op dat B gesloten is in Z, omdat {(z,b)} gesloten is in X voor elke z € X.

Als y = {(z,a),9(x,a)} voor zekere x € X, dan is {y} gesloten in Y. We weten namelijk dat
{(z,a),g(z,a)} gesloten is in Z.

Ten slotte moeten we nog aantonen dat Y regulier is. We weten al dat Y een Tp-ruimte
is, omdat Y de Ti-eigenschap heeft. Dus we moeten alleen nog bewijzen dat Y een T3-ruimte
is. Hier hebben we het begrip ‘verzadigd’ voor nodig:

Definitie 5.2. Een deelverzameling V' van Z heet verzadigd als voor elke y € Y met
V N ¢ Hy) # 0 geldt dat ¢~ 1(y) C V.

In andere woorden: V' C Z is verzadigd als voor elke equivalentieklasse D C Z geldt dat D
volledig bevat is in V' of geen enkel element uit D is bevat in V.

Stelling 5.1. V is verzadigd in Z dan en slechts dan als ¢~ [¢[V]] = V.

Bewijs. Stel dat V verzadigd is in Z. We weten dat V C ¢! [q[V]] Dus we moeten alleen
nog laten zien dat ¢~ *[¢[V]] C V. Neem v € ¢! [¢[V]] willekeurig. Schrijf y = ¢(v). Dan is
y € q[V]. Dus VNg t(y) #0. Nu volgt dat v € ¢~ *(y) C V, omdat V verzadigd is.

We nemen nu aan dat V niet verzadigd is en dat ¢! [q[V]] = V. We zullen laten zien dat
dit tot tegenspraak leidt. Er is een y € Y waarvoor ¢ '(y) NV # () en y = ¢(z) voor een
z€ Z\V. Dan'is z ¢ ¢ '[q[V]], want we hebben aangenomen dat ¢~'[¢[V]] = V. Dus
y ¢ q[V] en daarom ¢ '(y) NV = . Tegenspraak! Dus q_l[q[V]] = V impliceert dat V
verzadigd is in Z. O

Opmerking 5.1. Voor U C Y geldt dat ¢~ ![U] verzadigd is in Z, want ¢~ '[U] N g~} [{y}] # )
dan en slechts dan als ¢~ * [{y}] C ¢ !{U].
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Opmerking 5.2. De verzadigde verzameling O is open in Z dan en slechts dan als ¢[O] open is
in Y. Er geldt namelijk dat ¢q[O] open is in Y dan en slechts dan als ¢! [q[OH open is in Z.
EnO=q! [q[O]], want O is verzadigd.

Op vergelijkbare manier is de verzadigde verzameling F' gesloten in Z dan en slechts dan als
q[F] gesloten is in Y.

Om aan te tonen dat Y de T3-eigenschap heeft, gebruiken we de volgende stelling:

Stelling 5.2. Y is Tj als voor elke y € Y en elke open verzadigde omgeving U C Z van
g (y), er een open verzadigde verzameling £ C Z en een gesloten verzadigde verzameling
F C Z zijn zodat ¢ ' (y) CECFCU.

Bewijs. Zij y € Y en G C Y een gesloten verzameling met y ¢ G. Dan is Y \ G open in Y.
Per definitie is U = ¢~ '[Y" \ G] open in Z. We weten ook dat U verzadigd is, zie opmerking
5.1} Dus U is een verzadigde open omgeving van y. Dan zijn er verzadigde verzamelingen E
en I, waarbij E open is en F' gesloten, met de eigenschap dat ¢~ '(y) C EC F C U.

Nu is g[E] een open omgeving van y. Verder is ¢[F] gesloten in Y. Dus Y \ ¢[F] is open in Y’
en ¢[F] C Y \ G. Derhalve is G C Y \ ¢[F]. We weten dat ¢[E] N (Y \ ¢q[F]) = 0, omdat
q[E] C q[F]. Dus ¢[E] en Y \ ¢[F] zijn open disjuncte omgevingen van y respectievelijk G.
Daarom is Y een Tj-ruimte. ]

Laat nuy € Y en zij U een verzadigde open verzameling in Z met de eigenschap dat ¢~ *(y) C
U. Dan zijn we op zoek naar verzadigde verzamelingen E en F' die respectievelijk open en
gesloten zijn in Z en waarvoor geldt dat ¢~!(y) € E C F C U. We onderscheiden twee
gevallen: ¢~ '(y) = B en ¢ !(y) # B.

In het eerste geval, ¢~ 1(y) = B, geldt voor elke * € X dat U, = {u € X : (z,u) € U} een
open omgeving van b € X is. Vanwege de regulariteit van X kunnen we een open omgeving
C, van b kiezen met de eigenschap dat b € C, C C, C U,. Bovendien kan C, z6 gekozen
worden dat a ¢ C,, omdat voor a en b er disjuncte open omgevingen O, en Oy in X zijn,
want X is Ty. Definieer nu By = J,cyx Cr en Fi = U, cx Ca-

Vervolgens kiezen we voor elke x € X met a € U, een open verzameling A, C X zodat
a€ A, CA, CUzenb¢ A, Ook hier gebruiken we de T3-eigenschap van X.

Voor n > 1 definiéren we de verzamelingen E,, en F,, recursief.

Laat Sp—1 = {x € X : g(x,a) € E,_1}. Definieer

E, = n_lu( U Ax)enFn: n_lu( U Aj)

r€Sn—1 z€Sn_1
Dan zijn
E=|JE,enF=|JF,
n>1 n>1

de verzamelingen die we zoeken.

Merk op dat E open is en B C E C F C U. De verzameling F' is gesloten in Z, want
voor elke # € X is {f : (z, f) € F} gelijk aan C, U A, of aan C,.

We moeten dus alleen nog controleren dat deze verzamelingen verzadigd zijn in Z. Voor vaste
x € X geldt dat (z,a) € E dan en slechts dan als g(z,a) € E. Hieruit volgt dat E of elk
element uit een equivalentieklasse bevat of geen. Dus is E verzadigd. Hetzelfde geldt voor F.
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Het geval dat ¢~ !(y) # B is vergelijkbaar. We zullen de constructie van de verzamelingen F en
F geven. In dit geval is ¢! (y) = {(t,a), g(t,a)} voor een zekere t € X. Zij x € X willekeurig.
Definieer H, = {(t,a),g(t,a)} N{(z,u) : u € X}. Als H, = () dan nemen we C,, = C,, = (). In
het geval dat H, # (), is er een open verzameling C, zodat H, C C,, CC, C U, en b ¢ C,.
Definicer nu By = J,cx Cz en Fi = U ey Ca-

Vervolgens nemen we voor elke z € X met (x,a) € U een open verzameling A, zodat
a€A, CA, CUzenbd¢ A,

Ook nu definiéren we FE, en F,, recursief. We nemen weer S,,_1 = {z € X : g(z,a) € E,_1}.
En definiéren vervolgens F, = E,_1 U (Umesw1 AJC) en b, =F, 11U (Uxesn,l Aw)

Ten slotte nemen we de vereniging: F = J,~; En en F' = J,,~; Fy. Dit zijn de verzamelingen
die we zoeken. - -

Merk op dat BN F = ) en dat (z,a) € F dan en slechts dan als g(z,a) € F. Hetzelfde
geldt voor E. Dus E en F zijn verzadigde verzamelingen. Verder zien we dat F open is.
De verzameling F' is gesloten, want voor elke x € X is {f : (z, f) € F} gelijk aan de lege
verzameling of aan C, of aan C,UA,. Dus E en F zijn inderdaad open respectievelijk gesloten
verzamelingen die verzadigd zijn in Z. Hiermee hebben we bewezen dat de ruimte regulier is.

Stel dat b € X 26 is dat voor elke z,y € X \ {b} er clopen disjuncte O, en Oy zijn met
x € Oy en y € Oy. Dit is bijvoorbeeld het geval in de reguliere ruimte van Thomas die niet
volledig regulier is. Dan heeft Y \ ¢[B] deze eigenschap ook. Dit kan op dezelfde manier be-
wezen worden als de regulariteit van Y. We kunnen het grootste deel van het bewijs kopiéren,
maar nemen voor elke z € X verzamelingen C, en A, clopen. Dan is E = F ook clopen en net
als in het voorgaande stuk verzadigd. We zien nu dat ¢[B] een dispersiepunt is van Y. Merk op
dat Y samenhangend is, vanwege de net bewezen eigenschap dat elke continue reéelwaardige
functie constant is.
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6 Overaftelbaar product

In dit hoofdstuk zullen we een product van normale ruimten bekijken. We zullen zien dat de
productruimte zelf niet normaal is. Ook zullen we zien dat de separabiliteit afhangt van de
‘grootte’ van het product. We nemen de verzameling:

X,\:HZ:;

acA

Voor elke o € A heeft ZT = {1,2,...} de discrete topologie en X heeft de producttopologie.
Hier staat A voor de kardinaliteit van A. We nemen aan dat A overaftelbaar is.

6.1 Scheidingsingseigenschappen

Eerst zullen we een aantal scheidingseigenschappen van X bestuderen. We weten dat ZT
met de discrete topologie Hausdorft is, dus is X dat ook. Immers, als x,y € X en & # v,
dan is er een a € A zodat x4 # Y. Dus zijn 7,1 (2,) en 7,1 (ys) open disjuncte omgevingen
van x respectievelijk y.

We zullen nu bewijzen dat X, volledig regulier is. Zij F' C X, gesloten en z € X, \ F.
Dan is er een basis-open verzameling B = (7., ﬂ;jl [Ui] € X\ \ F met m € Z*. Neem voor
elke i € {1,...,m} een continue functie fo, : Z* — [0,1] 26 dat fu,(7a,) =1 en fq,(y) =0 als
y ¢ U;. Merk op dat deze functies bestaan, omdat Z* volledig regulier is.

Definieer nu g : X\ — [0,1] door g(2) = [[jZ; fa,(2a,). Dan is g een continue functie met de
eigenschap dat g(z) = 1 en g(z) = 0 voor z € X, \ B, dus ook voor elke z € F is g(z) = 0.
Hieruit volgt dat X, volledig regulier is.

De eigenschappen die we tot nu toe hebben bekeken, waren eenvoudig af te leiden uit het
feit dat Z™ deze eigenschappen heeft. Het ligt daarom in de lijn der verwachting dat de pro-
ducttopologie van X normaal is, net als Z* met de discrete topologie. Dit is echter niet het
geval. Stone heeft dit bewezen in zijn artikel Paracompactness and Product Spaces [12]. Het
bewijs dat we hier bespreken is gebaseerd op het artikel van Stone.

We nemen aan dat de ruimte normaal is en zullen laten zien dat dit tot tegenspraak leidt. Om
te beginnen gaan we twee gesloten disjuncte verzamelingen, P en P, definiéren. Vanwege de
aanname dat X normaal is, zijn er open disjuncte verzamelingen U en V die respectievelijk
P; en P, bevatten. Ten slotte zullen we een tegenspraak afleiden door een punt aan te wijzen
dat zowel in U als in V zit.

We definiéren P; C X als de verzameling van alle punten waarvoor alléén het getal 1 meer
dan één keer als coordinaat voorkomt. Op vergelijkbare wijze definiéren we P, C X als de
verzameling van alle punten zodat alleen het getal 2 meer dan één maal als coordinaat voor-
komt. Dus p € P, dan en slechts dan als voor elke k € ZT \ {2} het getal k£ maximaal één
keer een coordinaat van p is. Merk op dat deze beschrijvingen van P» equivalent zijn, omdat
A overaftelbaar is. We kunnen de verzamelingen P; voor i € {1,2} ook op een andere manier
beschrijven. Als we elk punt p € X zien als een functie p : A — Z* dan geldt dat p € P; dan
en slechts dan als p injectief is op A\ {a : po = i}.

24



Merk op dat P; en P, disjunct zijn, omdat voor punten in P; geldt dat 1 meer dan één keer als
coordinaat voorkomt terwijl voor punten in P» het getal 1 maximaal één keer als coordinaat
voorkomt.

Zij i € {1,2}. Dan is er voor elke x € X, \ P, minstens één n € Z* \ {i} die meer dan één
keer als coordinaat van x voorkomt. Dus vinden we dat X \ P; de vereniging is van open

verzamelingen:

X,\\P—U U n) Ny '(n))
a,f neZt
a#p n#i

Hieruit volgt dat P; gesloten is. Neem aan dat U en V open disjuncte verzamelingen zijn
zodat P} C U en P, C V. We zullen een tegenspraak afleiden.

Eerst zullen we recursief een rij punten in P en een rij punten in A construeren We beginnen
met het punt 2! = (z)aca waarvoor z!, = 1 voor elke o € A. Dan is 2! € P, C U. Daarna
kiezen we i, ..., (1) € A met m(1) € ZT 206 dat ﬂjzl ngl( aj) C U. Merk op dat deze
Q1 ...y Q1) bestaan, omdat U open is.

Neem nu aan dat «; bekend is voor j € {1,...,m(n)}. Dan kiezen we 2"+ € P z6 dat

«

L — {j als o = o voor j € {1,...,m(n)}
1 anders

Nu 2"+ en ay, ... s Q(n) bekend zijn, kunnen we (1, ..., B 206 kiezen dat ﬂ] 1 B Ha gjl) cU.

( )

voegen we aan dit rijtje toe. We noteren

m(n)

deze elementen als ()11, -5 Q(ny1)- In het geval dat elke 3; voorkomt in het rijtje (c; ) =11
kunnen we een willekeurige o aan het rijtje toevoegen. Voor deze o moet gelden dat o # «;
voor elke j < m(n). De recursieve constructie van de rijen is nu voltooid.

Vervolgens kiezen we y € X zodat

Elke ; die nog niet voorkomt in het rijtje (av;)- .

J als a = a; voor een zekere j € Z7T
Yo =
2 anders

Danis y € P, C V. Dus is er een basisomgeving By van y met B, C V. Hieruit volgt dat er
een verzameling G C A is die eindig veel elementen bevat en z6 is dat

B, = ﬂ W,;l(yv).

veG

Kiesnu k € Z" z6 dat a;, € A\ G voor alle n > m(k). Merk op dat deze m(k) bestaat, omdat
G eindig veel elementen bevat.
Definieer ten slotte het punt z € X als volgt:

J als o = aj voor een zekere j € {1,...,m(k)}
2o = ¢ 1 als @ = q; voor een zekere i € {m(k)+1,...m(k+1)}

2 anders

We zien dat 2z, = y als a € G. Voor a € G geldt immers dat 2z, = j = Yo als o = «; voor
een j € {1,....,m(k)}, of z = 2 =y, als a # a; voor alle j € Z". Daarom is B, C V ook een
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basisomgeving van z.
Uit de definitie van z volgt dat z, = j = z¥*t1 als @ = a; voor een j € {1,...,m(k)},

en zo, = 1 = 2% als @ = «; voor een zekere j € {m(k) + 1,...,m(k + 1)}. Derhalve is
E+1) _—1,, k+1

z € ﬂ;nz(l )7rj (a:j+ )CU.

We hebben nu gevonden dat z € U N V. Dit is in tegenspraak met de aanname dat U en V'

disjunct zijn! De overaftelbare productruimte van Z* is dus niet normaal.

6.2 Aftelbaarheidsaxioma’s

De producttopologie van X, voldoet niet aan het eerste en tweede aftelbaarheidsaxioma. We
gaan dit bewijzen door aan te nemen dat de topologie wel aan het eerste aftelbaarheidsaxioma
voldoet en daaruit een tegenspraak af te leiden.

Stel dat B, = {B; : i € Z"} een aftelbare lokale basis is voor het punt p € X,. Definieer
voor n € Z*1 de verzameling A, = {a € A : m4[B,] # Z*}. Dan is A, eindig voor elke
n € Z*, omdat X, de producttopologie heeft. Dus [ J 7 ; A, is aftelbaar. Hieruit volgt dat er
cen 3 € Ais die in geen enkele A, zit, want A is overaftelbaar. Dus mg[B;] = Z" voor elke 1.
De verzameling O = ﬂﬂ_l(pg) is een open omgeving van p met de eigenschap dat 73[0] # Z™.
Dus B, is voor geen enkele n bevat in O. Maar dan is B}, geen lokale basis. Met deze
tegenspraak hebben we laten zien dat X niet aan het eerste en dus ook niet aan het tweede
aftelbaarheidsaxioma voldoet.

6.3 Separabiliteit

In deze paragraaf zullen we een niet-triviale eigenschap van X, bewijzen: De ruimte X, is
separabel dan en slechts dan als \ < 280,

We zullen beginnen met het bewijs dat X separabel is als A < 2% Eerst nemen we aan dat
A\ = 2% Dan bestaat er een bijectie ¢ van A naar het eenheidsinterval 1.

Zij k € Z*. Laat J; = [p;,q;] met p;,q; € INQ voor i € {1,...,k} zo zijn dat ¢; < pi+1 voor
elke i < k. Oftewel Jy, ..., Ji zijn gesloten, disjuncte intervallen in I met rationale eindpunten.
Neem voor elke i € {1,2,...,k} een positief geheel getal en noem dit n;. Dan definiéren we
p(J1, ey Ji3m1, ...y k) als het punt (pg)aca in X met

{ni als ¢p(a) € J;
Pa =

0 anders

Nu nemen we de verzameling van al dit soort punten in X en noemen deze verzameling D.
We zullen aantonen dat D = {p(Ji,..., Jx;n1,...,ng) : alle (Ji,..., Jg;n1,....,nx) en k € Z1}
een aftelbare, dichte verzameling in X is.

We laten eerst zien dat er voor elke k € Z* aftelbaar veel 2k-tallen (Jy, ..., Jx;n, ..., nk)
zijn. Neem i € {1,...,k}, dan heeft het interval J; rationale eindpunten, dus zijn er aftelbaar
veel intervallen J;. Natuurlijk is het aantal n; voor vaste i ook aftelbaar, omdat n; € ZT.
Dus voor elke k is het aantal 2k-tallen (Ji, ..., Jy;n1, ..., ng) gelijk aan (Rg)* - (Rg)* = Ry. Dus

1Dl = TTxez+ Ro = Ro.

We zullen aantonen dat D dicht is in X, door te laten zien dat D elke open niet-lege ver-
zameling O C X snijdt. Zij O een open niet-lege deelverzameling van X,. Dan is er een
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B = ﬂ;?:l 7r(;j1 [Ua;] met niet-lege Uy,; € ZT en k eindig, zodat B bevat is in O.

Kies nu gesloten en disjuncte intervallen Ji, ..., Jp met rationale eindpunten in I, waarvoor
geldt dat ¢(c;) € J;j voor elke j € {1,...,k}. Merk op dat deze intervallen bestaan, omdat ¢
een bijectie is en I N Q dicht is in /. Neem voor elke j € {1,...,k} een n; € U,,.

Dan is p = p(Jy, ..., Jg; n1, ..., ng) 26 dat

i als ¢(a) € J;
Po = 0 anders
Dus po, = n; € Uy, voor elke i € {1, ..., k}. Hieruit volgt dat p € B en per definitie geldt dat
p € D. Daarom is de doorsnede van O met D niet-leeg, dus D is dicht in X.

Voorbeeld 6.1. Stel A = R en ¢ : R — I is een bijectie. Neem B = 71'\_/%[{103}] N

2 [{1,...,50}]. Kies ¢ € Q zodat q tussen ¢(v/2) en ¢(7) ligt. Nu nemen we als Ji en
Jy de intervallen [0,q — L] en [q + L, 1] voor zekere m € ZT. Kies ny = 103 en ny = 1.
Dan is p(J1, Jo;ni,n2) 20 dat po, = 103 als ¢p(a) € J1 en po, = 1 als ¢p(a) € Jo. We zien dus
pys =103 en pr € {1,...,50} en daarom geldt dat p € B.

Omdat D aftelbaar en dicht is in X, kunnen we concluderen dat X separabel is voor A = 2%0,
Nu we dit bewezen hebben, kunnen we aantonen dat

X, = H Z}
BEB

ook separabel is voor p = |B| < 2%°. Zonder beperking der algemeenheid kunnen we aanne-
men dat B C A. Neem de projectie p : Xy — X, gegeven door p((xa)aeA) = (za)aep- Dan
is p een continue surjectie. De verzameling D is dicht en aftelbaar in X, dus p[D] is dicht en
aftelbaar in X,. Daarom is X, ook separabel.

Ten slotte zullen we aantonen dat A > 280 impliceert dat X niet separabel is. In andere
woorden, we gaan laten zien dat als X separabel is, er geldt dat A < 280, Stel dat D een
aftelbaar dichte deelverzameling van X is. Definieer de functie ® van A naar de machtsver-
zameling van D als volgt: ®(a) = D N7, 1(1).

We zullen nu bewijzen dat ® injectief is. Stel dat 8 # . Dan geldt DN (ﬂgl(l) ﬁw;1(2)) # 0,
omdat D dicht is in X. Dus is er een punt x € D met xg3 = 1 en x, = 2. Hieruit volgt dat
xr € DN ng(l) en dat = ¢ DNz '(1). Dus DN 776_1(1) is niet bevat in D N7 (1)
Op vergelijkbare wijze zien we dat D N 7, '(1) niet bevat is in D N ng(l). Daarom is
Dn 7751(1) #DnN 7r7_1(1) en dus is @ injectief.

Uit de injectiviteit van ® volgt nu dat A = |A| < [P(D)|. Verder weten we dat D aftelbaar is,
dus |P(D)| < |P(ZT)| = 2%0. We vinden dat A < 2%0,

Dus X, is alleen separabel als \ < 2%0,

Dit resultaat laat zien dat de bewering ‘de ruimte X is separabel’ niet equivalent is met
‘de ruimte X heeft de Souslin-eigenschap’. Om dit te kunnen uitleggen, hebben we definitie
van ‘Souslin-eigenschap’ nodig.

Definitie 6.1. Een ruimte heeft de Souslin-eigenschap als elke familie paarsgewijs disjuncte
open niet-lege verzamelingen aftelbaar is.
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We zullen laten zien dat voor elke A > N, geldt dat X de Souslin-eigenschap heeft. Voor dit
bewijs is gebruik gemaakt van het boek General Topology van Engelking [4].

Stel dat F = {B; : t € T'} een familie paarsgewijs disjuncte open verzamelingen is zodat By # ()
voor elke t € T. We kunnen aannemen dat F bestaat uit basis-open verzamelingen, want
in elke open verzameling zit een basis-open verzameling. Veronderstel dat F niet aftelbaar
is, oftewel dat |T'| > Ng. We zullen laten zien dat dit tot tegenspraak leidt. Neem een
deelverzameling F C T met g < |F| < 2%, Voor elke t € F is er een eindige verzameling S;
26 dat By = (Nyes, Ta ' IWEL] met WE # ZF. Neem nu de verzameling S = (J,cp Si, dan is
v =S| < 2% omdat S; eindig is voor elke ¢ € F.

Het product X, = [],cqZ} is separabel, want v < 2%, Deze productruimte heeft dus een
dichte deelverzameling die aftelbaar is, we noemen deze deelverzameling D. Elke verzameling
Ur = Naes, T [WE] in X, met W! # Z7T is open in X, en heeft daarom een niet-lege
doorsnede met D. We weten dat D aftelbaar is en dat de verzamelingen U; disjunct zijn, dus
|S] < |D| = Ng. Maar dit is in tegenspraak met |S| > |F| > Xg. Derhalve bevat T' geen
deelverzameling met kardinaliteit groter dan Ng. Dus X heeft de Souslin-eigenschap.

6.4 Compactheid

Ten slotte zullen we bewijzen dat X niet lokaal compact en dus niet compact is. Hiervoor
gebruiken we de volgende stelling uit het dictaat Topologie [3]:

Stelling 6.1. Als f : X — Y een continue surjectie is en X is compact, dan is Y ook compact.

We nemen aan dat X lokaal compact is en zullen een tegenspraak afleiden. Neem een punt
x € X, en stel dat V een compacte omgeving van z is. We weten dat 7,[V] # Z™ voor eindig
veel @ € A. Dus is er een 8 € A met de eigenschap dat 73[V] = Z*. De functie 753 : V. — ZT
is een continue surjectie. Dus uit stelling volgt dat ZT compact is. Maar ZT heeft de
discrete topologie, dus we hebben een tegenspraak afgeleid! We kunen nu concluderen dat de
ruimte X niet lokaal compact is en dus niet compact.
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7 Helly’s ruimte

Helly’s ruimte is vernoemd naar Euard Helly [15]. Eduard Helly was een Oostenrijkse wiskun-
dige die leefde van 1884 tot 1943. Behalve deze ruimte, zijn er ook stellingen en een metriek
naar Eduard Helly vernoemd.

Voor het schrijven van dit hoofdstuk heb ik naast het boek Counterexamples in Topology, ook
gebruik gemaakt van een artikel van Dan Ma [7].

De ruimte van Helly heeft meerdere bijzondere eigenschappen. Voordat we deze gaan be-
studeren, moeten we de ruimte definiéren. We beginnen met het product van overaftelbaar
veel eenheidsintervallen:

=TT 10,15

1€[0,1]

Deze ruimte heeft de producttopologie. Vervolgens definiéren we de ruimte van Helly als de
deelverzameling H van I’ die bestaat uit alle punten x € I’ met x; < x; voor alle 7, j € I met
i < j. Deze ruimte heeft de deelruimtetopologie. Vanaf nu zullen we punten in I’ en H zien als
functies. Dan zeggen we dat H bestaat uit alle niet-dalende functies van het eenheidsinterval
naar het eenheidsinterval.

We zullen eerst laten zien dat H gesloten is in I7. Zij f € I' \ H. Dan zijn er z,y € I
met de eigenschap dat = < y en f(z) > f(y). Kies € = %(f(:):) — f(y)). Neem nu de open
omgeving U, = (f(x) —¢, f(z)+€)N[0,1] van f(z) en op vergelijkbare wijze de open omgeving
Uy van f(y). Danis U = n, '[U;] N7, [U,] een open omgeving van f. Als g € U, dan is
g(@) —gly) > f(x) —e— (fly) +¢) = %(f(x) — f(y)) > 0. Dus g ¢ H. Hieruit volgt dat
U C I' \ H. Daarom is I’ \ H open in I en dus is H gesloten in I7.

7.1 Scheidingseigenschappen en compactheid

We zullen nu aantonen dat de ruimte van Helly de Hausdorff-eigenschap heeft. Om dit te laten
zien, hoeven we alleen maar aan te tonen dat I’ Hausdorff is. Merk op dat het eenheidsinterval
met de standaard topologie de Hausdorff-eigenschap heeft. Neem f, g € I' met f # ¢. Dan is
er een z € I met f(z) # g(z). Kies e = 3| f(z) — g(2)], dan zijn U = (f(z) — ¢, f(z) + ¢€) en
V = (g9(z) —€,9(x) + €) disjunct. Dus

! [[0,1]NU] en ! [[0,1]nV]

zijn open, disjuncte omgevingen van f respectievelijk ¢g. Hieruit volgt dat I’ en de deelruimte
H Hausdorff zijn.

We weten, dankzij de stelling van Tychonoff, dat de productruimte I’ compact is. Bovendien
weten we dat H gesloten is in 7. Dus H is een gesloten deelverzameling van een compacte
ruimte. Hieruit volgt dat H zelf compact is. De ruimte van Helly is dus compact en Hausdorff.
We krijgen nu cadeau dat deze ruimte normaal is.
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7.2 Aftelbaarheidsaxioma’s

De ruimte van Helly voldoet aan het eerste aftelbaarheidsaxioma, maar niet aan het tweede.
We zullen nu eerst laten zien dat voor willekeurige f € H er een aftelbare lokale basis bestaat.
Om te beginnen definiéren we een aftelbare verzameling die we A; noemen. Deze verzameling
bestaat uit alle rationale getallen in het eenheidsinterval en alle punten waar f discontinu is.
De functie f heeft maximaal aftelbaar veel discontinuiteiten. Dus we kunnen de verzame-
ling Ay aftellen, Ay = {ay, : k € Z*}.

Schrijf Uy ; voor de open omgeving <f(ak) - %, flar) + %) NI met k,j € ZT. Vervolgens
definiéren we voor elke j € Z™T en elke eindige deelverzameling K van Z* de verzameling

B(K,j) = () 7a [Uky)-
keK

Ten slotte beschrijven we de lokale basis in het punt f:
By ={B(K,j):j€Z", K CZ" eindig}.

We zullen laten zien dat deze lokale basis aftelbaar is. Voor elke eindige verzameling K is het
aantal basisomgevingen B(K, j) aftelbaar, want j € Z*. Ook het aantal eindige deelverzame-
lingen K van de positieve gehele getallen is aftelbaar. Dus de lokale basis By bevat Rg-Rg = Ng
verzamelingen.

We moeten nu alleen nog laten zien dat By een lokale basis is in f. Merk op dat we alleen
hoeven aan te tonen dat er voor elke subbasisomgeving U, bepaald door één codrdinaat, een
verzameling B(K, j) is z6 dat B(K,j) C U. Elke open omgeving is bepaald door eindig veel
coordinaten en bevat dus de eindige doorsnede van subbasiselementen die dan op zijn beurt
weer de eindige doorsnede van elementen van By bevat.

Neem een willekeurige subbasis omgeving U = ngl [O], mety € Ien O = (f(y)—¢, f(y)+e)NI
voor een € > 0. We zullen nu laten zien dat er een verzameling B(K, j) is die binnen deze U
zit. We onderscheiden twee gevallen: in het eerste geval is f niet continu in y en in het tweede
geval wel.

Als f niet continu is in y, kiezen we een n € Z* waarvoor % < e. Merk op dat y = aj voor
een k € Z*, omdat y € Ay. Dus B({k:},n) cU.

Stel nu dat f wel continu is in y. Dan is er een § > 0 zodat |f(x) — f(y)| < € voor elke z € I
met |z —y| < 6. Neem nu a;,a; € QN1 C Ay z6 dat a; € (y,y +9) en a; € (y —6,y). Kies
vervolgens k,m € Z* met de eigenschap dat de intervallen U, j, en Uj,, volledig bevat zijn in
O. Neem n = max{k,m} en K = {4,j}. Danis U;,, C O en U;,, C O. We zullen nu aantonen
dat B(K,n) CU. Neem g € B(K,n) willekeurig. Dan is g(a;) € O en g(a;) € O. De functie
g € H is niet-dalend, dus g(a;) < g(y) < g(a;). Hieruit volgt dat g(y) € O en daarom is
gelU.

We hebben nu bewezen dat By een lokale basis is in f en dat deze familie aftelbaar is. Dus H
voldoet aan het eerste aftelbaarheidsaxioma.

De ruimte van Helly voldoet echter niet aan het tweede aftelbaarheidsaxioma. Definieer voor
elke z € (0,1) de functie f, € H als volgt:

0 alst<zx
fz(t) = % alst==x
1 alst>z
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Danis Y ={f, e H:z € (0,1)} een overaftelbare deelverzameling van H.

We zullen nu laten zien dat elke functie in Y een open omgeving heeft die geen enkele andere
functie uit Y bevat. Zij z € (0, 1) willekeurig. De verzameling O = m; ! [(%, %)] is een open
omgeving van f,. Als z # x, dan is f,(x) gelijk aan 0 of 1 en dus f, ¢ O.

We hebben nu aangetoond dat Y relatief discreet en overaftelbaar is. De deelruimte Y voldoet
daarom niet aan het tweede aftelbaarheidsaxioma en H dus ook niet.

De verzameling Y is echter niet gesloten en discreet in de ruimte van Helly. Neem aan dat
Y wel gesloten en discreet is in H. Dan is Y net als H compact, omdat Y gesloten is. Neem
de open overdekking van Y bestaande uit open verzamelingen waarvan elk precies één punt
uit Y bevat. Dan is er een eindige deeloverdekking. Deze eindige deeloverdekking bevat maar
eindig veel punten van Y. Uit deze tegenspraak volgt dat Y niet gesloten en discreet is als
deelverzameling van H.

7.3 Separabiliteit

De ruimte van Helly is separabel. Dit zullen we aantonen door een aftelbare, dichte deelver-
zameling te construeren. Om te beginnen definiéren we F,, voor n € Z* als de verzameling
stijgende rijtjes rationale getallen in het eenheidsinterval. We eisen dat elk rijtje in deze ver-
zameling n termen heeft. De verzameling F;, is daarom aftelbaar.

Voor n > 1 en een tweetal rijtjes p = (p1,p2,....,Pn) € Fren ¢ = (q1,92, ..., gn—1) € Fp—1 met
@1 > 0 en g,—1 < 1 definiéren we de functie L(p, q):

;

P1 0<z<aq
D2 @ <z<@
Lp,q)(x) = : :
Pn—1 Gn—2 < T < Qn-1
Pn gn—1 <x <1

Merk op dat L(p,q) € I I een niet-dalende functie is, omdat p een stijgende rij is. Dus
L(p,q) € H.

In het geval dat n = 1 en p = (p1) € Fy definiéren we L(p) als de constante functie met
waarde p1. Ook nu geldt dat L(p) € H.

Vervolgens nemen we de vereniging van al dit soort functies en noemen deze verzameling D:

DZ(L_Jl{L(qu) GH:pGFn,qun_l}) U{L(p) eH:pe F}

Er zijn aftelbaar veel paren (p, q), dus ook aftelbaar veel functies L(p, q). Ook de verzameling
functies {L(p) : p € F1} is aftelbaar, want F; = QN I. De verzameling D is dus de vereniging
van twee aftelbare verzamelingen en daarom zelf ook aftelbaar.

Nu rest ons alleen nog aan te tonen dat D dicht is in H. Dit doen we door te laten zien
dat elke basis-open verzameling U de verzameling D snijdt. We bekijken twee gevallen.

In het eerste geval is U = 7, '[[1] N H een basis-open verzameling met = € [0,1] en I; C I een
open interval. Neem p = (p1) met p; € 1 N Q, dan is L(p) € DNU.
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In het tweede geval is U = 0?21 Wajjl [Ij] N H een niet-lege basisverzameling met £ > 1. We
kunnen aannemen dat I; C I een open interval is voor elke j, z; € [0,1] voor elke j en
T <xo < -+ < k.

Neem nu voor elke j < k—1 een rationaal getal ¢; € (;,2;41). Danis ¢ = (q1, 2, ..., qr—1) een
stijgende 1ij, omdat z1 < xg < --- < x. Dus er geldt dat ¢ € Fj,_;. Merk op dat ¢; € (0,1)
voor elke 7 < k — 1.

De verzameling U is niet leeg, dus bevat deze een niet-dalende functie. Bovendien is elke I;
open, dus zijn er y1 € I1,y2 € I, ...,y €E [y met yo =0 < y1 < yo < -+ <y < 1 = Y41
Kies nu voor elke j = 1, ..., k een rationale p; € I; N (y;j—1,y;+1). Merk op dat deze stap alleen
nodig is als y; niet rationaal is, anders kunnen we p; = y; nemen. Nuis p = (p1,p2, ..., Pk)
een stijgend rijtje bestaande uit rationale getallen, dus p € F}.

De functie L(p, q) is bevat in U, want er geldt dat:

L(p, q)(z1) =P € I, omdat 0<z <q
L(p,q)(xz2)  =p2 €I,  omdat Q1 < z2 < @2

L(p,q)(xr—1) = pr—1 € Ixy—1, omdat qr_o <1 < qp_1
L(p,q)(xk) = Pk € Iy, omdat Q-1 <z <1

Dus is L(p,q) € DNU. In figuur staat een voorbeeld van een open verzameling U =
ﬂjf:l 7r;j1 [I j] N H met & = 3 waarbij een functie L € D NU is gevonden.
We hebben nu bewezen dat D dicht is in H en dat D aftelbaar is, dus H is separabel.
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Figuur 7.1: Voorbeeld van een functie L (zwarte lijn) die bevat is in D en in de open omgeving

U=y m 1] NH.

In paragraaf hebben we gezien dat de ruimte van Helly niet aan het tweede aftelbaarheids-
axioma voldoet. Maar elke separabele metrische ruimte voldoet aan dit axioma, dus de ruimte
van Helly is niet metrizeerbaar.

7.4 Een deelruimte die homeomorf is met de Sorgenfreylijn

Een andere interessante eigenschap van de ruimte van Helly is dat deze een deelverzameling
bevat die homeomorf is met de Sorgenfreylijn.
Definieer voor s € (0,1) de functie g5 € H als volgt:

0 voort<s
gs(t) =
1 wvoort>s

De verzameling S = {gs € H: 0 < s < 1} is homeomorf met de Sorgenfreylijn. We weten dat
(0,1) homeomorf is met R, dus het is voldoende om te laten zien dat het interval (0,1) met de
Sorgenfreytopologie homeomorf is met S. We zullen laten zien dat de functie ¢ : (0,1) — S
gegeven door ¢(s) = gs een homeomorfisme is.

Ten eerste is ¢ bijectief. Merk op dat uit de definitie van S en ¢ volgt dat ¢ surjectief
is. We moeten alleen nog laten zien dat ¢ injectief is. Zij u,v € (0,1) met u # v. Zonder
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verlies der algemeenheid kunnen we aannemen dat u < v. Dan is g,(v) =1 # 0 = g,(v), dus
Ju 7 gv. Hieruit volgt dat ¢ injectief is.

Ten tweede is ¢ continu. Neem de basis-open omgeving U = ﬂ§:1 ngjl [I j] N .S waarbij voor
elke j het interval I; C I open is en z; € I. Zonder beperking der algemeenheid kunnen we
aannemen dat x1 < xg < --- <z} en I; # I voor elke j.

We bekijken vier gevallen:

1. In het geval dat U = (), is ¢~1[U] = () open in de Sorgenfreytopologie.

2. Stel nu dat 1 € I; voor elke j. We hebben aangenomen dat I; # I, dus 0 ¢ I; voor elke
j. Als g5 € U, dan is gs(x) = 1 voor elke > x1. Dus U bevat alle functies die voor x;
van 0 naar 1 springen. Daarom is ¢~ [U] = (0, 21) open in de Sorgenfreytopologie.

3. Nu nemen we aan dat 0 € I; voor elke j. Als g; € U, dan is gs(x) = 0 voor elke x < xy.
Dus U bevat alle functies g waarvoor s > . Hieruit volgt dat ¢~![U] = [z}, 1) open
is.

4. In het laatste geval is er een m € {2, ..., k} z6 dat:

(i) voorelke j <m: 0€ ljenl¢ I;, en
(ii) voor elke j >m: 0 ¢ I en 1 € I;.

Dan geldt voor elke g5 € U dat gs(z) = 0 voor < xp,—1 en gs(z) = 1 voor z > .
Dus U = {gs € S : 7pp_1 < 8 < 2} en daarom is ¢~ [U] = [z;n_1,2m) open in de
Sorgenfreytopologie.

Ten slotte zullen we laten zien dat ¢! continu is. Laat a,b € (0, 1] z6 zijn dat a < b. We
zullen aantonen dat qﬁ[[a, b)] =V, waarbij

v=rt[o.0)] w01 ns

Per definitie is ¢[[a, b)] = {gs € S : a < s < b}. Voor elke functie g, in deze verzameling geldt
dat gs(a) < gs(s) = 0, omdat elke functie in de ruimte van Helly niet-dalend is. Ook geldt er
dat gs(b) > gs(c) = 1 voor een c € (s,b). Dus ¢[[a,b)] C V.

Neem nu een functie gt € V. Dan is g¢(a) = 0 en ¢:(b) = 1, dus a < ¢t < b. Hieruit volgt dat
VvV C d)[[a, b)] Dus ¢[[a, b)] =V is open. Daarom is ¢! continu.

We hebben nu aangetoond dat ¢ een homeomorfisme is. Dus S is homeomorf met de Sorgen-
freylijn.

7.5 Normaliteit niet erfelijk

De ruimte van Helly is een goed voorbeeld van een normale ruimte die een niet-normale
deelruimte bevat. Dit zullen we op drie verschillende manieren bewijzen. De eerste twee be-
wijzen tonen aan dat de deelruimte Z = H\{h € H : h[I] C {0,1}} niet normaal is. Het derde
bewijs wijst een deelruimte aan die niet homeomorf is met het kwadraat van de Sorgenfreylijn.

Ten eerste merken we op dat Z open is in H. Als z € Z, dan is er een x € I met z(z) ¢ {0, 1}.

Daarom is 7! [(0, 1)] NH C Z een open omgeving van z. Dus Z is inderdaad open in H.
Nu zullen we aantonen dat Z niet Ty is. Hiervoor gebruiken we het Lemma van Jones:
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Stelling 7.1. Lemma van Jones: Stel dat Z een Tj-ruimte is, Y een gesloten discrete
deelruimte van Z en D een dichte deelverzameling van Z. Dan is 2I¥1 < 2P,

Voordat we deze stelling bewijzen, eerst nog twee opmerkingen:

Opmerking 7.1. Als A een deelverzameling is van de discrete ruimte Y. Dan zijn A en Y \ A
gesloten in Y, omdat Y de discrete topologie heeft.

Opmerking 7.2. Als F gesloten is in de gesloten verzameling Y, dan is Y\ F' = ONY voor
een open verzameling O in Z. We weten dat Y gesloten isin Z, dus Z\ F=0U (Z\Y) is
open in Z. Hieruit volgt dat F gesloten is in Z.

Nu zullen we het lemma van Jones bewijzen:

Bewijs. Zij A C Y willekeurig. Dan volgt uit opmerking en dat A en Y \ A gesloten
zijn in Z. Vanwege de Tj-eigenschap van Z, zijn er open disjuncte verzamelingen Ua en V4
zodat A bevat isin Ugq en Y \ A in Vy.

Voor elke deelverzameling A van Y kiezen we verzamelingen Uy en V4. Definieer de functie
f:PY)— P(D)als f(A) = Us N D. We zullen laten zien dat deze functie injectief is.
Neem A, B € P(Y) met A # B. Dan is A niet bevat in B of vice versa. Zonder beperking
der algemeenheid kunnen we aannemen dat A niet bevat is in B, oftewel er is een x € A met
x ¢ B. Danis x € Uy en x € Vg. Dus U4 N Vg is een niet-lege open verzameling. We weten
dat D dicht is in Z, dus ook U4 N Ve N D is niet-leeg. Bovendien weten we dat Ug N Vi wél
leeg is. Daarom is Uq4 N D # Up N D, oftewel f(A) # f(B). Dus f is inderdaad injectief.
Derhalve is [P(Y)| < [P(D)] en dus 211 < 2P, O

We zullen nu met behulp van het lemma van Jones bewijzen dat Z niet normaal is. Neem aan
dat Z een Ty-ruimte is. We zullen laten zien dat dit tot tegenspraak leidt.

Eerste zullen we aantonen dat de verzameling D N Z dicht is in Z. We weten dat Z open
is in de ruimte van Helly. Dus elke verzameling O die open is in Z, is ook open in H. De
verzameling D is dicht in H, dus O N D # () voor elke open O in Z. Hieruit volgt dat D dicht
isin Z.

We zullen nu laten zien dat de verzameling Y gesloten is in Z. Herinner dat Y bestaat uit alle
functies f, € H met z € (0,1) en dat f,(t) =0 als t < z, fo(z) = 3 en fo(t) =1 als t > x.
Neem h € Z\Y willekeurig. Uit de deﬁnitie van Z volgt dat er een x € I is met h(x) ¢ {0,1}.
Er zijn nu twee mogelijkheden: h(z) # 3 of h(z) = 3.

In het eerste geval, waarbij h(x) # %, is m; [( %) (% 1)] N H een open omgeving van h die
volledig bevat is in Z \ Y.

In het tweede geval geldt dat h(z) = 3. Maar he¢y
h(y) ¢ {0,1}. De verzameling 7 *[(0,1)] N, *[(0,1)
disjunct is van Y.

We hebben nu aangetoond dat Y een gesloten deelverzameling is van Z. We weten dat Y een
discrete, overaftelbare deelruimte is van H. Dus Y is ook een discrete overaftelbare deelruimte
van Z. Bovendien hebben we gezien dat D N Z een aftelbare dichte deelverzameling is van Z.
We zien nu dat V] = 2% = 21P7Z] en dus 2/Y| > 21721, Hiermee hebben we een tegenspraak
afgeleid. Dus Z is niet Tjy.

, dus is er nog een punt y € I z6 dat
] N H is een open omgeving van h die

De deelruimte Z bevat twee gesloten disjuncte verzamelingen P en () met de eigenschap
dat elk paar disjuncte open omgevingen van P en () een niet-lege doorsnede heeft. Als we
deze gesloten verzamelingen kunnen aanwijzen, hebben we een alternatief bewijs dat laat zien
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dat Z niet Ty is. Dit is een meer rechtstreekse manier om aan te tonen dat Z niet normaal is.
We hebben namelijk geen stelling nodig, alleen de definitie van T}.

In de cursus topologie hebben we gezien dat het Niemitzky-vlak niet normaal is. Dit kan ons
helpen om gesloten verzamelingen P en () te vinden zonder disjuncte open omgevingen. De
ene gesloten verzameling in het Niemitzky-vlak wordt bepaald door rationale getallen en de
andere door irrationale getallen. Vervolgens wordt de stelling van Baire gebruikt.

Voor de ruimte van Helly doen we iets soortgelijks. We gebruiken net als bij het Niemitzky-
vlak een verzameling P bepaald door irrationale getallen en een verzameling ) bepaald door
rationale getallen:

P={f,eY:zeR\Q} Q={f€Y:2eQ}

Merk op dat P en Q gesloten zijn in Z, dit volgt uit opmerking [7.1] en

Zij O open in Z met P C O. We zullen bewijzen dat QMO # (). Dan volgt dat Q niet bevat is
in Z\ O. Dus er bestaat geen open omgeving van @ die disjunct is van O, elke open omgeving
disjunct van O is immers bevat in Z \ O.

Eerst introduceren we een nieuwe notatie: voor f € Z, F' C I eindig en n € ZT schrijven we

U(f, F,n) voor de open omgeving ﬂ )t [(f(x) —27" f(x) + 2*”> N I] in Z.
zeF

Oftewel U(f, F,n) = {g €Z:(Vx e F)(\g(a?) — flz)| < 2*”)}.

Voor elke f, € P kiezen we een open omgeving U(f,, Fy,n,) € O. Zonder beperking der
algemeenheid, kunnen we aannemen dat z € F,. Immers, als U(fy, Fy,nz) en U(fy, Gz, ng)
open omgevingen van fy zijn z6 dat F, = G, U {z}, dan is U(fs, Fy,nz) C U(fz, Gz, nz)-

De verzameling F, is eindig, dus zijn er rationale getallen p, en ¢, met de eigenschap dat
F. N0 (pz,qz) = {x}. Oftewel x is het enige element uit F, dat ook in het interval (p;, g, ) zit.

Definieer nu voor p,q € Q de verzameling A, , = {x € R\ Q : p, = p, ¢ = q}.

Dan is U Ay, =R\ Q.

p,qeQ
Dus <p75_eJQ Ap7q) U (qLEJ@{Q}> =R

De Categoriestelling van Baire zegt dat R niet mager is in zichzelf, daarom zijn er p,q € Q
zodat A, ; niet nergens dicht is. Merk op dat voor elke ¢ € Q is {g} nergens dicht in R. Hieruit
volgt dat m@ # (. Derhalve is er een open interval J zodat J C A, , en dus J C (p, q).
Kies een rationaal getal y € J, zoals in ﬁguur Neem een omgeving U ( fy, Fyy, ny). Herinner
dat we kunnen aannemen dat y € F. De verzameling F), is eindig, dus kunnen we een open
interval K C J kiezen met K N F, = {y}, zie figuur
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(c) Het interval K C J is z6 dat K N F, = {y}. (d) De functie g.

Figuur 7.2: Een aantal stappen uit het bewijs dat P en ) geen disjuncte open omgevingen
hebben.

Schrijf K = (k1, k2) en definieer g € Z als volgt:

als 0 < x <k
als k1 < x < ky
als ks <x <1

g(z) =

= o= O

In figuur zien we dat g € U(fy, Fyy,ny). Dit is altijd het geval, want voor z € Fy, geldt:

als 0 <z <k
als k1 < z < ko, omdat dan z =y
als ko < 2z <1

fy(z) =

= o= O

Dus inderdaad is g(z) = fy(z) voor elke z € F,.

We weten dat J N % = J, dus A, is dicht in J. Het interval K C J is open, dus is
er een z € A, , N K. Derhalve is p, = p en g, = ¢q. Herinner dat de omgeving U( f5, F, ng)
zo gekozen is dat U(fy, Fy,nz) € O en F N (p,q) = {z}. Daarom is F, N K = {x}. Dus
g € U(fs, Fy,ng) C O, zie figuur [7.3]
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Figuur 7.3: De functie g zit in U(fy, Fy,ng).

We hebben nu laten zien dat g € U( fy, Fyy, ny) NO. Neem vervolgens een willekeurige basisom-
geving Uy = Nicq W;l[Ii] NZ van f, met G C I eindig en I; een open interval in I. Definieer F'
als de verzameling GU{y}. Kies m € Z" zodat (f,(i)—27™, f,(i)+27™) C I; voor elke i € G.
Dan is U(fy, F,m) C U,. Elke basisomgeving U, van f, snijdt daarom de verzameling O, dus
fy € O. Per definitie is f, € Q. Hieruit volgt dat QNO # (). Dus Z heeft niet de Ty-eigenschap.

We hebben nu twee manieren bekeken om aan te tonen dat Z niet normaal is. Het eerste
bewijs maakt gebruik van het lemma van Jones, terwijl het tweede bewijs direct laat zien
dat de verzameling Z niet voldoet aan axioma Ty. Om het lemma van Jones te bewijzen, is
het keuzeaxioma nodig. Namelijk bij het kiezen van de verzamelingen U4 en V4 voor elke
deelverzameling A van Y. Echter, in het tweede bewijs, kan het gebruik van het keuzeaxioma
vermeden worden.

Nu zullen we een derde bewijs geven dat aantoont dat H een deelruimte bevat die niet normaal
is. Dit doen we door een deelruimte te construeren die homeomorf is met het kwadraat van
de Sorgenfreylijn. Herinner dat het kwadraat van de Sorgenfreylijn niet normaal is.

Om te beginnen hebben we een homeomorfisme nodig. Definieer ¢ : H x H — t[H x H] met
Y[H x H] C H als volgt:

1 f(3z) als z € [0, 3]
O(f,9)(x) =q als z € (3, 3)
%g(3m —-2)+ % als x € [%, 1]

Zie figuur voor een schematische weergave van de functie .
We zullen nu laten zien dat deze functie injectief is. Als ©¥(f1,91) = ¥ (fe, g2), dan is

5/1(3z) = 3 f2(32) voor 0 <z <
%91(33”_2)"‘%: %92(333—2)4-% voor % <z<
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Figuur 7.4: De afbeelding .

Hieruit volgt:

1
3
1

f1(3x) = fa(3z) voor 0 < x <

913z — 2) = g2(3z — 2)  voor % <z<
Daarom is fi = fo en g1 = g2. Dus % is inderdaad injectief. Merk op dat we het codomein zo
hebben gekozen dat ¢ surjectief is. Derhalve is ¢ een bijectie.

Nu moeten we nog aantonen dat i continu is. Neem een verzameling O uit de subbasis.
Dan is O = 7; *[J] N ¢[H x H] voor een i € I en een interval J = I N (a,b) met a,b € R. We
zullen laten zien dat het inverse beeld open is. We onderscheiden drie gevallen.

In het eerste geval is i € [0, 3]. Dus ¢~1[0] = 75: [(3a,3b) N I] x H is open.

In het tweede geval is i € (1,2). Alsi ¢ J danis O =0 en dusis ¢~![O] = ) open. Alsi € J,
dan is O = ¢[H x H]. Dus is 9 ~1[O] = H x H open.

In het laatste geval is i € [2,1]. Dus ¢ ~1[0] = H x Taio[(3a — 2,3b — 2) N I] is open.

We hebben nu bewezen dat 1 continu is.

We moeten alleen nog aantonen dat v gesloten is. Als F' een gesloten verzameling in het
compacte product H x H is, dan is F' compact. Hieruit volgt dat ¢[F] compact is, want
1 is een continue surjectie. We zullen laten zien dat een compacte deelverzameling van een
Hausdorff ruimte gesloten is. Daaruit volgt dan dat ¥[F] gesloten, omdat 1 [H x H| Hausdorff
is. Daarom is 1! continu.

Stel C' is een compacte deelverzameling van een Hausdorff ruimte X. We zullen laten zien dat
X \ C open is. Neem z € X \ C willekeurig. Kies voor elke y € C open disjuncte verzamelin-
gen V, en Uy die respectievelijk « en y bevatten. Neem de open overdekking F = {U, : y € C'}.
Dan is er een eindige deeloverdekking G = {U,, : y; € C,1 < i < n} voor een n € Z*. Nu is
V =L, Vi een open omgeving van = met de eigenschap dat V' C X \ C. Dus de verzame-
ling X \ C is open in X.
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Figuur 7.5: De functie 1(g1,¢g1) in de normale verzameling M.
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We hebben nu aangetoond dat ¢ een homeomorfisme is. De deelruimte [H x H] is dus
homeomorf met H x H. We weten dat H x H de niet-normale deelruimte .S x S bevat. Merk op
dat S x S niet-normaal is, omdat deze homeomorf is met het kwadraat van de Sorgenfreylijn.
Dus ¢ [H x H] bevat een deelruimte die niet normaal is, namelijk M = 9[S x S]|. Hoe ziet
deze deelruimte eruit? Om dit te bepalen, kijken we wat de functie ¢ doet met het punt
(gs,gt) €5 x S.

0 alsze [0,%3]

1 1 1.1

5 alsze(3s 3]
V(gs,gt)(x) = qx alsze (%, %)

2 alszel3 i(t+2)

(1 alsz e (3(t+2),1]

Zie figuur |7.5( voor een voorbeeld van een punt in ¢[S x S]. De deelruimte ¥[S x S] is bevat
in de ruimte van Helly en niet normaal.

We hebben twee deelruimtes in H gezien die niet normaal zijn. De ruimte van Helly is zelf wel
normaal. Dus normaliteit is niet altijd erfelijk.

Het laatste bewijs laat ook zien dat H x H bevat is in H. We kunnen zelfs H* terugvinden in
H. Daarvoor moeten we het interval I opsplitsen in de intervallen

2.3n"1_9 9.3n-1_1
In: 3
3n 3n

Voor elke n € Z* kunnen we H in I,, X I,, stoppen. Hieruit volgt dat we oneindig veel kopieén
van de ruimte van Helly terug kunnen vinden in de ruimte zelf!
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A Definities

Voor het schrijven van dit hoofdstuk heb ik het dictaat Topologie (Van Engelen en Hart, 2002)
[3] en het boek Counterezamples in Topology (Steen en Seebach, 1978) [11] gebruikt. In dit
hoofdstuk is (X, 7") een topologische ruimte.

Definitie A.1. De ruimte X is lokaal compact als voor elke € X en elke omgeving U van
x er een compacte omgeving V' van x is met de eigenschap dat V C U.

Definitie A.2. Een ruimte is o-compact als deze de vereniging is van aftelbaar veel compacte
verzamelingen;

Definitie A.3. Een ruimte is aftelbaar compact als de ruimte 77 is en elke oneindige
verzameling een verdichtingspunt heeft.

Definitie A.4. Een ruimte is Lindeldf als elke open overdekking een aftelbare deeloverdek-
king heeft.

Definitie A.5. De ruimte X is samenhangend als er geen niet-lege open disjuncte verza-
melingen A en B zijn met AU B = X.

Definitie A.6. De ruimte X is lokaal samenhangend als voor elke z € X en elke omgeving
U van x er een samenhangende omgeving V van = bestaat zodat V C U.

Definitie A.7. Een ruimte is totaal onsamenhangend als voor elke z,y € X met x # y er
een clopen verzameling C' is met x € C en y ¢ C.

Definitie A.8. Stel dat X samenhangend is. Dan wordt x € X een dispersiepunt genoemd
als X \ {z} totaal onsamenhangend is.

Definitie A.9. Een ruimte is extreem onsamenhangend als voor elke open deelverzameling
A van X, A open is.

Definitie A.10. Een ruimte is padsamenhangend of wegsamenhangend als voor elk tweetal
punten a,b € X er een continue functie f : [0,1] — X bestaat met de eigenschap dat f(0) = a

en f(1) =b.

Definitie A.11. Een ruimte is boogsamenhangend als voor elke tweetal punten z,y € X
er een homeomorfisme f : [0,1] — f([0, 1]) bestaat zodat f(0) =z en f(1) = y.

Definitie A.12. Een ruimte is regulier als deze zowel T3 als T is.
Definitie A.13. Een ruimte is normaal als deze zowel Ty als T} is.

Definitie A.14. De ruimte X is T31 als voor elke gesloten verzameling F' C X en elke ¢ F'
2
er een continue functie f : X — [0,1] is z0 dat f(y) =0 alsy € F en f(x) = 1.

Definitie A.15. De ruimte X is volledig regulier of Tychonoff als deze zowel T51 als Tj is.
2
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Definitie A.16. Een ruimte is H-separabel of T,1 of Urysohn als voor elke z,y € X
2

met x # y er open omgevingen U en V van z respectievelijk y bestaan z6 dat U NV = ().
Als deze omgeving niet bestaan, worden z en y H-inseparabel genoemd. Het punt x heet
H-inseparabel als voor elke y € X, het paar x,y H-inseparabel zijn.

Definitie A.17. Een verzameling A is regulier open als A = A°, dus als de verzameling
gelijk is aan het inwendige van zijn afsluiting.

Definitie A.18. Een ruimte waarin de regulier open verzamelingen een basis vormen voor de
topologie, wordt semi-regulier genoemd.

Definitie A.19. Een continuiim is een niet-lege compacte, samenhangende metrische ruimte.

Definitie A.20. Een continutim K is een kromme als voor elk punt p € K en elke open
omgeving U van p er een open omgeving O is zodat p € O C U en Rd(O)N K geen continutim
bevat dat uit meer dan één punt bestaat.

Definitie A.21. De punten a en b in een topologische ruimte worden tweelingen genoemd
als voor elke continue reéelwaardige functie f op deze ruimte geldt dat f(a) = f(b).

Definitie A.22. Zij p: X — Y surjectief. Dan heet V' C X verzadigd ten opzichte van p
als voor elke y € Y met V N g~ [{y}] # 0 geldt dat ¢~ [{y}] C V.

Definitie A.23. Een verzameling A C X is nergens dicht als A° = 0, oftewel als het
inwendige van de afsluiting leeg is.

Definitie A.24. Een verzameling A C X is mager als er een rij (A, )nen van nergens dichte
verzameling is met de eigenschap dat A C |, oy An-

Definitie A.25. Een ruimte is perfect separabel als deze voldoet aan het tweede aftelbaar-
heidsaxioma, oftewel als deze een aftelbare basis heeft.

Definitie A.26. De ruimte X is perfect normaal als X normaal is en elke gesloten deel-
verzameling van X te schrijven is als de doorsnede van aftelbaar veel open verzamelingen.

Definitie A.27. Een ruimte heeft de Souslin-eigenschap als elke familie paarsgewijs dis-
juncte, open en niet-lege verzamelingen aftelbaar is.
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B Stellingen

Stelling B.1. Stelling van Urysohn: Een ruimte is separabel en metrizeerbaar dan en
slechts dan als deze regulier is en een aftelbare basis heeft.

Stelling B.2. Elke compacte Hausdorff ruimte is normaal.

Stelling B.3. Lemma van Urysohn: Een topologische ruimte X is Ty dan en slechts dan als
voor elk tweetal F' en GG gesloten en disjuncte verzamelingen er een continue functie f : X — R
bestaat met f(z) =0alsz € Fen f(x)=1alsz € G.

Stelling B.4. Als f : X — Y een continue surjectie is en X is compact, dan is Y ook compact.

Stelling B.5. Stelling van Tychonoff: Als {X,};c; een familie niet-lege topologische ruim-
ten is en X de productruimte. Dan is X compact dan en slechts dan als X; compact is voor
elke i € I.

Stelling B.6. Als X een Ty-ruimte is en A C X gesloten, dan is A ook Ty}.

Stelling B.7. Lemma van Jones: Stel dat Z een Tj-ruimte is, Y een gesloten discrete
deelruimte van Z en D een dichte deelverzameling van Z. Dan is 2I¥1 < 2P,

Stelling B.8. Als X compact is en A een gesloten deelverzameling van X, dan is de deel-
ruimte A ook compact.

Stelling B.9. Categoriestelling van Baire (voor R): De ruimte R is niet mager in zichzelf.
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