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Voorwoord 
Dit verslag is opgesteld ten behoeve van de bacheloropleiding Civiele Techniek & Geowetenschappen 
aan  de Technische Universiteit DelŌ. In dit rapport is onderzocht hoe Macaulay’s methode kan worden 
uitgebreid met betrekking tot tweedimensionale construcƟes. De berekeningen en de plots zijn te 
vinden in de volgende website:  hƩps://github.com/Ezzat1998/De-methode-van-Macaulay 

Dit rapport richt zich op professionals in de civiele techniek als doelgroep.  

Daarbij zou ik mijn begeleiders T.R. van Woudenberg en P.C.J. Hoogenboom willen bedanken voor de 
hulp Ɵjdens de hele periode van dit project. Door middel van tussenliggende bijeenkomsten en 
feedbackmomenten heeŌ dit onderzoek de mogelijkheid gehad om zich op te weken naar een meer 
gevorderd niveau. 

 

DelŌ, Januari 2024 

Ezzat Qadriyeh 
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Samenvaƫng 
De methode van Macaulay is een methode die de mogelijkheid biedt om zowel de interne krachten als 
de vervormingen van construcƟes te analyseren. De disconƟnue belasƟngen die op de construcƟe 
werken zijn in één vergelijking te beschrijven door gebruik van de singulariteitsfuncƟe te maken. 
Hierdoor kan de volledige construcƟe op een gestructureerde manier worden gemodelleerd met 
slechts één differenƟaalvergelijking. 

In het werkelijkheid kunnen liggers schuin geplaatst zijn of een gebogen vorm hebben. Echter, is er nog 
geen onderzoek gedaan naar de toepassing van Macaulay’s methode met niet rechte liggers. Dit 
rapport probeert de volgende vraag en de  te beantwoorden: 

Hoe kan de methode van Macaulay worden toegepast met betrekking tot zowel schuine liggers als 
kromme liggers?  

Om de schuine liggers te kunnen analyseren, worden de evenwichtsvergelijkingen eerst opgesteld voor 
een hellingssnede (snede van een balk die onder hoek θ staat met de horizontale as).  

 

Figuur 1: hellingssnede. 

Daarmee worden de volgende differenƟaalvergelijkingen verkregen die later worden toegepast op 
verschillende construcƟes.  

ௗ௏

ௗ௫
=  − sin(𝜃) ∙ 𝑞௫ − co s(𝜃) ∙ 𝑞௭                                                                              

ௗே

ௗ௫
= − cos(𝜃) ∙ 𝑞௫ + sin(𝜃) ∙  𝑞௫                                                                              

ௗெ

ௗ௫
=  

௏

ୡ୭ୱ(ఏ) 
                                                                                                                       

Er blijkt dat deze differenƟaalvergelijkingen de juiste waarden geven voor zowel de interne krachten 
als de vervormingen van de construcƟes.   

 Op dezelfde manier worden differenƟaalvergelijkingen afgeleid voor een kniksnede (snede van een 
geknikte construcƟe waar de eerste staaf onder een hoek 𝜃  staat met de horizontale as en de tweede 
staaf onder een hoek ∆𝜃 staat ten opzicht van de eerste staaf).  

 

Figuur 2: kniksnede. 
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Onder de aanname dat een kromme lijn is een opeenvolging van lijnsegmenten die elkaar opvlogen 
met kleine hoekverschillen, kan ∆𝜃 als klein worden beschouwd. Door deze aanname, in combinaƟe 
van de drie evenwichtsvergelijkingen voor de kinksnede, worden opnieuw dezelfde 
differenƟaalvergelijkingen verkregen die al eerder zijn afgeleid voor de hellingssnede. Het enige 
verschil nu is dat de hoek 𝜃 niet langer constant maar varieert telkens wanneer de kromme van  richƟng 
verandert. De hoek 𝜃  kan zowel globaal (globale 𝜃 is de afgeleide van de construcƟefuncƟe) als lokaal 
(lokale 𝜃 is de hoek onder elke lijnsegment van de kromme) worden bepaald. Het blijkt dat het 
toepassen van de lokale 𝜃 een nauwkeurige analyse oplevert van zowel de krachten als de doorbuiging.     

  

Figuur 3: globale en lokale 𝜃. 

 

Dit onderzoek illustreert de veelzijdigheid van de Macaulay-methode en presenteert nieuwe inzichten 
in het omgaan met schuine en kromme liggers, inclusief een innovaƟeve aanpak voor geknikte 
construcƟes. 
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1. Inleiding 
De Macaulay-methode toegepast in de construcƟemechanica, stelt ons in staat de krachten- en 
doorbuigingsvergelijkingen van construcƟes te bepalen volgens de balktheorie van Euler-Bernoulli, 
zoals beschreven door (Stephen, 2007). Door gebruik te maken van SingulariteitsfuncƟes, maakt deze 
methode het mogelijk om disconƟnue belasƟngen die op een construcƟe werken, in één enkele 
krachtenvergelijking te beschrijven. Door deze krachtenvergelijking te integreren en de geschikte 
randvoorwaarden op te stellen, is het mogelijk om de alle onbekende te bepalen en dus de alle interne 
krachten- en de vervormingslijnen van de construcƟe te ploƩen.  

Nadat de methode van Macaulay alleen op eenvoudige eendimensionale liggers was toegepast, bleek 
uit eerdere onderzoeksresultaten dat de methode met behulp van differenƟaalvergelijkingen kan 
worden toegepast op complexere tweedimensionale construcƟes (Wulp, 2023). Tot op heden is er 
echter geen onderzoek uitgevoerd naar het gebruik van de Macaulay-methode wanneer de construcƟe 
onder een bepaalde hoek staat ten opzichte van de horizontale as of de construcƟe die een 
parabolische funcƟe volgt. Dat komt omdat het onderzoek van Justus stelt om een kracht zowel in de 
horizontale als de verƟcale richƟng toe te voegen waar een knik in de construcƟe voorkomt maar dat 
is niet het geval bij schuine liggers of bij een kromme liggers.  

In dit onderzoek is de theorie en toepassing van Macaulay’s methode uitgebreid met betrekking op 
schuine liggers en kromme liggers. Veder geeŌ dit verslag antwoord op de volgende vraag: 

Hoe kan de methode van Macaulay worden uitgebreid met betrekking tot zowel schuine liggers als 
kromme liggers?  

Om de hoofvraag van dit rapport te beantwoorden, vindt een inleiding in hoofdstuk 1 plaats. Verder 
beschrijŌ hoofdstuk 2 de theoreƟsche  achtergrond van de Macaulay’s methode en hoe er wordt 
omgegaan met de werkende krachten op de construcƟe en de opleggingen om de 
krachtenvergelijkingen op te stellen. Vervolgens worden differenƟaalvergelijkingen in hoofdstuk 3 
afgeleid voor ligger die onder een hoek staat met de horizontale as en daarna worden die 
differenƟaalvergelijkingen toegepast op drie voorbeelden. In hoofdstuk 4 worden 
differenƟaalvergelijkingen afgeleid voor een kromme ligger. Vervolgens worden twee voorbeelden met 
kromme liggers behandeld. Daarna volgt een bespreking waarin mogelijke uitbreidingen worden 
beschreven die niet zijn onderzocht in dit onderzoek. Uiteindelijk wordt dit rapport afgesloten met een 
conclusie. De interne krachten en vervormingslijnen worden gecheckt in MatrixFrame. 
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2. Macaulay’s methode 
In dit hoofdstuk wordt de Macaulay’s methode besproken, waarbij zowel de theoreƟsche aspecten als 
de toepassingen van deze methode worden belicht.  

2.1. Macaulay’s funcƟes 
De methode van Macaulay maakt gebruik van zogenoemde singulariteiƞuncƟe of Macaulay’s haakjes. 
Door deze singulariteitsfuncƟes te hanteren, is het mogelijk om werkende, disconƟnue belasƟngen op 
een construcƟe in één regel op te stellen. De funcƟe is gedefinieerd als volgt: 

Voor 𝑛 ≥ 0:                                                                  

𝑓(𝑥) = 〈𝑥 − 𝑎〉௡ =  ൜
(𝑥 − 𝑎)௡, 𝑥 ≥ 𝑎
             0 , 𝑥 < 𝑎

                  (1)                  (Caprani, 2010) 

 

Voor 𝑛 < 0: 

𝑓(𝑥) = 〈𝑥 − 𝑎〉௡ =  ቄ
0,        𝑥 ≠ 𝑎
 ∞,      𝑥 = 𝑎

                         (2)                  (Caprani, 2010) 

Hierbij:  

𝑛  geeŌ aan de orde van de differenƟaalvergelijking. 

𝑎 is de posiƟe van de singulariteit (kracht, moment of verdeelde belasƟng). 

Verder is er een specifieke naam voor elke orde ‘𝑛’ die later wordt gebuikt om de belasƟngen op de 
construcƟe te modeleren zie 2.3. 

Het integreren van de singulariteitsfuncƟe hangt van de orde van de differenƟaalvergelijking  𝑛 af. De 
integraƟe van deze funcƟe wordt in formule 3 hieronder weergegeven. 

∫〈𝑥 − 𝑎〉௡ 𝑑𝑥 =  ൝
〈𝑥 − 𝑎〉௡ାଵ          , 𝑛 < 0
〈௫ି௔〉೙శభ

௡ାଵ
              , 𝑛 ≥ 0

         (3)                   (Caprani, 2010) 

 

2.2.  Euler-Bernoulli 
Door gebruik te maken van zowel de kinemaƟsche, consƟtuƟeve als staƟsche vergelijkingen voor zowel 
buiging als extensie, kan men de Euler-Bernoulli vergelijkingen afleiden. Deze vergelijkingen 
beschrijven het verband tussen de doorbuiging van een balk en de toegepaste belasƟngen op die balk. 
ze worden als volgt gedefinieerd:  

Voor buiging wordt de Euler-Bernoulli vergelijking als volgt:          𝐸𝐼 
ௗర௪

ௗ௫ర =  𝑞௭                       (4)           

Voor extensie wordt de Euler-Bernoulli vergelijking als volgt:         𝐸𝐴 
ௗమ௨

ௗ௫మ =  𝑞௫                      (5) 

Waarbij: 𝐸 staat voor de elasƟciteitsmodulus, 𝐼 voor de traagheidsmoment van de balk en 𝐴 voor de 
oppervlakte van de doorsnede. Daarnaast vertegenwoordigen 𝑞௭  𝑒𝑛 𝑞௫  de toegepaste belasƟngen in 
respecƟevelijk de verƟcale en de horizontale richƟngen.   
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2.3. Modelleren van krachten  
In deze paragraaf worden het modelleren van krachten besproken met wat betreŌ de toepassing op 
Macaulay’s methode.  

Zoals wat eerder vermeld, worden de verschillende ordes van de singulariteiƞuncƟe gebruikt om de 
krachten op een construcƟe te modelleren. Hieronder wordt vermeld welke orde van toepassing is op 
welk type kracht.  

 Eenheidsmoment 
Voor het modelleren van een koppel wordt de orde -2 gebruikt, bekend onder de naam ‘unit 
doublet funcƟe’. Een koppel met een waarde van 𝑀 op een locaƟe 𝑎, wordt hij in de 
krachtvergelijking gerepresenteerd als 𝑀 ∙  〈𝑥 − 𝑎〉ିଶ  (Wulp, 2023).  

 Eenheidskracht 
Voor het modelleren van een puntlast wordt de orde -1 gebruikt, bekend onder de naam 
‘diracdelta funcƟe’. Een puntlast met een waarde van 𝐹 op een locaƟe 𝑎,  wordt hij in de 
krachtvergelijking gerepresenteerd als 𝐹 ∙  〈𝑥 − 𝑎〉ିଵ  (Wulp, 2023). 

 Uniform verdeelde belasƟng  
Voor het modelleren van een koppel wordt de orde 0 gebruikt, bekend onder de naam ‘Unit 
step funcƟe’ (Wulp, 2023). Een uniform verdeelde belasƟng met een waarde van 𝑞, die locaƟe 
𝑎 begint en tot het einde van de construcƟe werkt, wordt in de krachtvergelijking weergegeven 
als 𝑞 ∙  〈𝑥 − 𝑎〉଴.  
Wanneer de uniform verdeelde belasƟng zich uitstrekt van locaƟe 𝑎 tot 𝑏 werkt, wordt hij in 
de krachtvergelijking gerepresenteerd als 𝑞 ∙  〈𝑥 − 𝑎〉଴ −  𝑞 ∙  〈𝑥 − 𝑏〉଴. Figuur 4 ligt uit waar 
deze uitdrukking vandaan komt.   

a

b

a

b
 

               Figuur 4: weergave van een uniform verdeelde belasƟng. 

2.4. Verbindingen 
In deze sub-paragraaf wordt de toepassing van Macaulay’s methode in relaƟe tot de verbindingen 
uitgelegd.  

2.4.1. Opleggingen  
De reacƟekrachten worden gemodelleerd als krachten op de locaƟe van de oplegging en dit geldt voor 
alle soorten opleggingen oplegtypen (Inklemming, Scharnieroplegging en Roloplegging). Daarnaast 
worden deze oplegkrachten als onbekenden geïntroduceerd in de krachƟngsvergelijking. Dat is 
belangrijk voor het toepassen van de Macaulay’s methode omdat de evenwichtsvergelijkingen 
(evenwicht in zowel de verƟcale als de horizontale richƟng) niet mogen worden gebruikt. 

2.4.2 Scharnierverbindingen   
Zoals bekend is geeŌ een scharnierverbinding de mogelijkheid voor de staafdelen te roteren. Daarom 
zal een sprong op de locaƟe van de scharnier in de rotaƟevergelijking plaatsvinden. Om de 
disconƟnuïteit in de krachtvergelijking te voorkomen, is het mogelijk deze sprong te modelleren met 
behulp van de singulariteiƞuncƟe. De orde van deze funcƟe is -3.  
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Dus een scharnierverbinding met op een locaƟe 𝑎,  wordt in de krachtvergelijking gerepresenteerd als 
𝜑௦ ∙  〈𝑥 − 𝑎〉ିଷ waar 𝜑௦ onbekend is (Wulp, 2023). 

2.5. Randvoorwaarden 
In deze paragraaf wordt er uitgelegd hoeveel randvoorwaarden minimaal vereist zijn en hoe ze worden 
verkregen.  

Omdat Macaulay methode is gebaseerd erop om alles in één funcƟe op te stellen, worden de alle 
reacƟekrachten als onbekenden beschouwd. Daarnaast geeŌ het integreren van de Euler-Bernoulli 
vergelijkingen integraƟeconstanten (𝐶௏ , 𝐶ெ, 𝐶ఝ , 𝐶௪  𝑒𝑛 𝐶௡). Dus het aantal benodigde randvoorwaarden 
is gelijk aan vrij randvoorwaarden opgeteld met het aantal reacƟekrachten. Wanneer er een 
scharnierverbinding in de construcƟe plaatsvindt, is een extra randvoorwaarde nodig.  

De eerste vijf randvoorwaarden worden verkregen door te kijken naar de opleggingen. Bijvoorbeeld, 
bij een inklemming zijn de doorbuiging en de rotaƟe nul, en bij een scharnieroplegging zijn het moment 
en de doorbuiging nul.  

 

De andere voorwaarden worden verkregen door de construcƟe denkbeeldig te verlangen. Dan kunnen 
we bepalen wat de krachten zijn net voor ( 0ି) en net na (𝐿ା) de construcƟe. Figuur 5 kan laten zien 
hoe dit kan worden gedaan.  

 

Figuur 5: Snede net voor de inklemming. 

  Hier is  𝑉(0ି) = 0, 𝑁(0ି) = 0 𝑒𝑛 𝑀(0ି) = 0 omdat de krachten in de construcƟe gaan naar de 
opleg en na de construcƟe is er niks.  

 

 

Figuur 6: snede net na de oplegging. 

Hier is 𝑉(𝐿ା) = 0 𝑒𝑛  𝑁(𝐿ା) = 0 

. 
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3. Schuine liggers 
Het formuleren van de differenƟaalvergelijkingen wordt beschouwd als de basis van Macaulay’s 
methode. In dit hoofdstuk worden differenƟaalvergelijkingen voor een hellingssnede afgeleid. 
Vervolgens worden deze vergelijkingen op drie voorbeelden toegepast.  

 

3.1. DifferenƟaalvergelijkingen afleiding 
In deze paragraaf worden de vragen beantwoord over hoe de staƟsche vergelijkingen worden 
beïnvloed  wanneer de ligger onder een bepaalde hoek 𝜃 met de horizontale as staat  en welke effecten 
dit heeŌ op de Euler-Bernoullie vergelijkingen.  
Normaal gesproken wordt een doorsnede gemaakt van een rechte ligger. Echter, om de staƟsche 
vergelijkingen voor een schuine liggers af te leiden, wordt gekeken naar een doorsnede van dergelijke 
liggers (hellingssnede) die onder zowel verƟcale belasƟng 𝑞௭ als horizontale belasƟng 𝑞௫ staat. Verder 
werken 𝑉, 𝑁 𝑒𝑛 𝑀 aan de linkerzijde van de hellingssnede terwijl (𝑉 + ∆𝑉), (𝑁 + ∆𝑁) 𝑒𝑛 (𝑀 + ∆𝑀) aan 
de rechterzijde acƟef zijn. 

∆
z

∆x  

Figuur 7: hellingssnede (snede van een balk die onder hoek θ staat met de horizontale as).  

Evenwicht in x-richƟng: 

𝑞௫  ∙ ∆𝑧 − cos(𝜃) ∙ 𝑁 − sin(𝜃) ∙ 𝑉 + sin(𝜃) ∙ (𝑉 + ∆𝑉) + cos(𝜃) ∙ (𝑁 + ∆𝑁) = 0  

𝑞௫  ∙ ∆𝑧 + cos(𝜃) ∙ ∆𝑁 + sin(𝜃) ∙ ∆𝑉 = 0                                                                  (6)  

Evenwicht in z-richƟng: 

𝑞௭ . ∆𝑥 + sin(𝜃) ∙ 𝑁 − cos(𝜃) ∙ 𝑉 + cos(𝜃) ∙ (𝑉 + ∆𝑉) − sin(𝜃) ∙ (𝑁 + ∆𝑁) = 0  

𝑞௭ . ∆𝑥 − sin(𝜃) ∙ ∆𝑁 + cos(𝜃) ∙ ∆𝑉 = 0                                                                    (7)  

Moment evenwicht: 

𝑀 +  ∆𝑀 − 𝑀 − 𝑉 ∙
∆௫

ୡ୭ୱ(ఏ) 
+ 𝑞௭  ∙

∆௫మ

ଶ
+ 𝑞௫  ∙

∆௭మ

ଶ
= 0  in deze vergelijking zijn ∆𝑧ଶ 𝑒𝑛 ∆𝑥ଶ zo klein dat ze kunnen 

worden verwaarloosd. Dat geeŌ de volgende vergelijking:  

∆𝑀 =  𝑉 ∙
∆௫

ୡ୭ୱ(ఏ) 
                                                                                                               (8)    
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tan(𝜃) =
∆௭

∆௫
  kan worden gebruikt als een relaƟe tussen ∆𝑥  en ∆𝑧. Door deze relaƟe toe te passen, 

verkrijgen we de volgende vergelijkingen als staƟsche vergelijkingen. 

ௗ௏

ௗ௫
=  − sin(𝜃) ∙ tan(𝜃) ∙ 𝑞௫ − co s(𝜃) ∙ 𝑞௭                                                                   

 ௗே

ௗ௫
= (−𝑞௫ + 𝑞௭) ∙ sin(𝜃)                                                                                              

ௗெ

ௗ௫
=

௏

ୡ୭ୱ(ఏ) 
                                                                                                                            

Om te bepalen of de bovenstaande vergelijkingen geldig zijn, stellen we 𝜃 gelijk aan nul (rechte ligger). 
Hierdoor zouden de staƟsche vergelijkingen in bijlage 1 verkregen moeten worden, maar dit blijkt niet het geval 

te zijn omdat dat  
ௗே

ௗ௫
= 0 Levert.    

Toen deze vergelijkingen op de voorbeelden toegepast zijn, verkregen we de goede resultaten wanneer 
de construcƟe met alleen verƟcale belasƟngen is belast. Dat voldoet aan de verwachƟngen.                                                
Een andere relaƟe tussen ∆𝑥  en ∆𝑧 is ∆𝑧 ≈ ∆𝑥        (9),   het is geldig  als de hellingssnede zo klein is.  

Door ∆𝑧 uit vergelijking 9 te subsƟtueren in vergelijking 6, verkrijgen we de volgende vergelijking:  

𝑞௫  ∙ ∆𝑥 + cos(𝜃) ∙ ∆𝑁 + sin(𝜃) ∙ ∆𝑉 = 0                                                                (10)  

Door vergelijkingen 7 en 10 op te lossen naar ∆௏

∆௫
 en ∆ே

∆௫
. Daarna laten we ∆𝑥 naar 0 gaan, krijgen we de 

volgende Vergelijkingen:  

𝒅𝑽

𝒅𝒙
=  − 𝐬𝐢𝐧(𝜽) ∙ 𝒒𝒙 − 𝐜𝐨 𝐬(𝜽) ∙ 𝒒𝒛                                                                            (𝟏𝟏)  

𝒅𝑵

𝒅𝒙
= − 𝐜𝐨𝐬(𝜽) ∙ 𝒒𝒙 + 𝐬𝐢𝐧(𝜽) ∙  𝒒𝒛                                                                            (𝟏𝟐)  

𝒅𝑴

𝒅𝒙
=  

𝑽

𝐜𝐨𝐬(𝜽) 
                                                                                                                     (𝟏𝟑)  

Wanneer 𝜃 gelijk aan nul is (rechte ligger), worden de staƟsche vergelijkingen in bijlage 1 verkregen. Er wordt 
verwacht om deze vergelijkingen de juiste oplossingen te garanderen.  

Het is ook op te merken dat deze vergelijkingen worden ook verkregen door het toepassen van de rotaƟematrix.  

൮

𝑑𝑁

𝑑𝑥
𝑑𝑉

𝑑𝑥

൲ =  ൬
cos(𝜃) −sin(𝜃)

sin(𝜃) cos(𝜃)
൰ ∙  ቀ

−𝑞௫

𝑞௭
ቁ 

De vergelijkingen 11, 12 𝑒𝑛 13 worden verder gebruikt als de staƟsche vergelijkingen voor een balk onder een 
hoek 𝜃 met de horizontale as. Hiermee is het mogelijk om de alle interne krachten te bepalen. 

Op dit moment dienen we ons af te vragen of de kinemaƟsche vergelijkingen nog steeds van toepassing 
zijn op de zogenaamde hellingssnede. Hieronder wordt onderzocht of dit het geval is.  

Het is belangrijk op te merken dat de relaƟes 𝑀 = 𝐸𝐼 ∙ 𝜅 en 𝑘 =
1

𝑅
  alƟjd geldig zijn, ongeachte of de 

construcƟe onder een hoek staat of niet. Daardoor kunnen we de volgende vergelijking concluderen.   

1

𝑅
=

𝐸𝐼

𝑀
                                                                                                                            (14) 

Vergelijking 14 geeŌ aan de relaƟe tussen de kromming en het moment in de ligger. Daarom speelt de hoek waar 
de ligger plaatsvindt geen rol.  
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R

 

Figuur 8: R is gelijk ongeachte of de balk onder een hoek staat met de horizontale as of die balk horizontaal is.  

  De doorbuiging van een balk kan gerelateerd worden met 𝑅 door de volgende wiskundige vergelijking:  

  
ଵ

ோ
 =

೏మೢ

೏ೣమ

[ଵା ቀ
೏ೢ

೏ೣ
ቁ

మ
]య/మ

                                                                                     (15)  

Door vergelijkingen 14 𝑒𝑛 15 gelijk aan elkaar te stellen, Verkrijgen we vergelijking 16 die een verband 
toont tussen de doorbuiging 𝑤 en de moment 𝑀.  

  
ாூ

ெ
=

೏మೢ

೏ೣమ

[ଵା ቀ
೏ೢ

೏ೣ
ቁ

మ
]య/మ

                                                                                    (16)  

omdat we ons beperken tot elasƟsche vervorming en aannemen dat de helling van de elasƟsche curve 

klein is, zal ௗ௪

ௗ௫
   gering zijn. Hierdoor zal  ቀௗ௪

ௗ௫
ቁ

ଶ
nog kleiner zijn en kan dus worden verwaarloosd. Door 

deze aannames aan vergelijking 16 toe te brengen, kunnen we concluderen dat er geen veranderingen 
aan de kinemaƟsche vergelijking komt die hieronder plaatsvindt.   

ௗమ௪

ௗ௫మ =
ெ

ாூ 
                                                                                                    (17)  

 

3.2. Toepassing 
In dit hoofdstuk worden enkele voorbeelden behandeld om de beschreven theorie te verduidelijken.  
De kracht F heeŌ in alle voorbeelden een waarde van 10 𝐾𝑁, en de lengte L is gelijk aan 4 𝑚. Het 
assenstelsel is zodanig gedefinieerd dat posiƟeve verƟcale richƟng naar beneden wijst, de posiƟeve 
horizontale richƟng rechts en momenten linksom als posiƟef worden genomen.  
De Ɵtel van de vervormingslijnen wordt weergegeven als  (𝐸𝐼 ∗  𝑤 𝑒𝑛 𝐸𝐼 ∗ 𝜑). Dat komt omdat 𝐸𝐼 als 
een onbekende grootheid wordt beschouwd.  
In bijlage 3 worden de figuren weer getoond en vergeleken met de figuren die met MatrixFrame 
gemaakt.  
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3.2.1. Voorbeeld 1: Ligger op twee steunpunten  
In dit voorbeeld wordt een eenvoudige construcƟe behandeld die onder een hoek θ staat met de 
horizontale as en wordt belast met een verƟcale kracht in het middel van de construcƟe, met behulp 
van Macaulay’s methode. Figuur 9 laat de construcƟe zien.  

L/2 L/2

L/
2

F

A

B

z

x

 

 Figuur 9: ConstrucƟe voorbeeld 1. 

De krachtvergelijkingen worden opgesteld door de aanwezige puntlast en de verƟcale en de horizontale 
oplegreacƟes bij de opleggingen met behulp van de singulariteiƞuncƟe in één funcƟe op te schrijven. 
De verƟcale oplegreacƟes worden in dit voorbeeld naar boven gericht en de horizontale oplegreacƟe 
naar rechts genomen. De vergelijkingen worden als volgt dan geformuleerd:  

𝑞௭(𝑥) = −𝐴௩ ∙ 〈𝑥 − 0〉ିଵ +  𝐹 ∙ 〈𝑥 −
௅

ଶ
〉ିଵ −  𝐵௩ ∙ 〈𝑥 − 𝐿〉ିଵ    

𝑞௫(𝑥) = 𝐴௛ ∙ 〈𝑥 − 0〉ିଵ  

Door de vergelijking 11 vier keer te integreren is de doorbuigingsvergelijking te bepalen. Het integreren van de 
benoemde vergelijking geeŌ de volgende vergelijkingen: 

𝑉(𝑥) =  − sin(𝜃) ∙ 𝐴௛ ∙ 〈𝑥 − 0〉଴ − 𝐶𝑜𝑠(𝜃) ∙ ቀ−𝐴௏ ∙ 〈𝑥 − 0〉଴ + 𝐹 ∙ 〈𝑥 −
௅

ଶ
〉଴ − 𝐵௏ ∙ 〈𝑥 − 𝐿〉଴ቁ + 𝐶௏   

𝑀(𝑥) =  − tan(𝜃) ∙ 𝐴௛ ∙ 〈𝑥 − 0〉ଵ + ቀ𝐴௏ ∙ 〈𝑥 − 0〉ଵ − 𝐹 ∙ 〈𝑥 −
௅

ଶ
〉ଵ + 𝐵௏ ∙ 〈𝑥 − 𝐿〉ଵቁ + 𝐶௏ ∙ 𝑥 + 𝐶ெ  

𝐸𝐼 ∙  𝜑(𝑥) =  − tan(𝜃) ∙
஺೓

ଶ
∙ 〈𝑥 − 0〉ଶ +

ଵ

ଶ
ቀ𝐴௏ ∙ 〈𝑥 − 0〉ଶ − 𝐹 ∙ 〈𝑥 −

௅

ଶ
〉ଶ + 𝐵௏ ∙ 〈𝑥 − 𝐿〉ଶቁ + 𝐶௏ ∙

௫మ

ଶ
+ 𝐶ெ ∙ 𝑥 +  𝐶ఝ  

 𝐸𝐼 ∙  𝑤(𝑥) =  tan(𝜃) ∙
஺೓

଺
∙ 〈𝑥 − 0〉ଷ −

ଵ

଺
ቀ𝐴௏ ∙ 〈𝑥 − 0〉ଷ − 𝐹 ∙ 〈𝑥 −

௅

ଶ
〉ଷ + 𝐵௏ ∙ 〈𝑥 − 𝐿〉ଷቁ − 𝐶௏ ∙

௫య

଺
− 𝐶ெ ∙

௫మ

ଶ
−

 𝐶ఝ ∙ 𝑥 + 𝐶ௐ   

Vervolgens moet vergelijking 12 twee keer worden geïntegreerd om de normaalkrachtsvergelijking en de 
horizontale verplaatsing te verkrijgen: 

𝑁(𝑥) =  −cos(𝜃) ∙ 𝐴௛ ∙ 〈𝑥 − 0〉଴ + 𝑆𝑖𝑛(𝜃) ∙ ቀ−𝐴௏ ∙ 〈𝑥 − 0〉଴ + 𝐹 ∙ 〈𝑥 −
௅

ଶ
〉଴ − 𝐵௏ ∙ 〈𝑥 − 𝐿〉଴ቁ + 𝐶ே  

𝐸𝐴 ∙ 𝑢(𝑥) =  −cos(𝜃) ∙ 𝐴௛ ∙ 〈𝑥 − 0〉ଵ + 𝑆𝑖𝑛(𝜃) ∙ ቀ−𝐴௏ ∙ 〈𝑥 − 0〉ଵ + 𝐹 ∙ 〈𝑥 −
௅

ଶ
〉ଵ − 𝐵௏ ∙ 〈𝑥 − 𝐿〉ଵቁ + 𝐶ே ∙ 𝑥 + 𝐶௨   

In totaal zijn er negen onbekenden in de bovenstaande vergelijkingen. Daarom hebben we ook negen 
randvoorwaarden nodig. Het verkrijgen van de randvoorwaarden is uitgelegd in de hoofdstuk 1.4 en voor dit 
voorbeeld zijn ze als volgt: 

𝑀(0) = 0   ;   𝑤(0) = 0    ;    𝑀(𝐿) = 0   ;    𝑤(𝐿) = 0  ;    𝑢(0) = 0  

 𝑉(0ି) = 0   ;   𝑁(0ି) = 0   ;    𝑉(𝐿ା) = 0   ;   𝑁(𝐿ା) = 0   
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Na het oplossen van alle onbekenden is het mogelijk om alle interne krachten- en de vervormingslijnen van de 
ligger te visualiseren met behulp van python. De resultaten zijn hieronder te zien.  

    

   

 

Figuur 10: De interne krachten en de vervormingen lijnen van construcƟe in voorbeeld 1. 

3.2.2. Voorbeeld 2: Ingeklemde ligger 
In dit voorbeeld wordt een vrije ingeklemde ligger behandeld die onder een hoek θ staat ten opzichte 
van de horizontale as en wordt belast met zowel een verƟcale kracht als een horizontale kracht, met 
behulp van Macaulay’s methode. Figuur 11 toont de construcƟe.  

F

F

L

x

L/
2

z

 

Figuur 11: ConstrucƟe van voorbeeld 2. 

De krachtvergelijkingen worden opgesteld door de aanwezige puntlasten en de verƟcale en de 
horizontale oplegreacƟes en het moment bij de inklemming met behulp van de singulariteiƞuncƟe in 
één funcƟe op te schrijven. In dit voorbeeld wordt de verƟcale oplegreacƟe naar boven gericht en de 
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horizontale oplegreacƟe naar rechts gekozen en de moment linksom gewerkt. Dat geeŌ de volgende 
krachtenvergelijkingen. 

𝑞௭(𝑥) = −𝐴௩ ∙ 〈𝑥 − 0〉ିଵ +  𝐹 ∙ 〈𝑥 − 𝐿〉ିଵ +  𝑀஺ ∙ 〈𝑥 − 0〉ିଶ  

𝑞௫(𝑥) = 𝐴௛ ∙ 〈𝑥 − 0〉ିଵ −  𝐹 ∙ 〈𝑥 − 𝐿〉ିଵ  

Om de onbekenden op te lossen, zijn acht randvoorwaarden in totaal nodig. De randvoorwaarden worden 
hieronder genoemd: 

𝜑(0) = 0   ;   𝑤(0) = 0   ;   𝑢(0) = 0  ;    𝑀(𝐿) = 0, 𝑢(0) = 0   

𝑉(0ି) = 0   ;   𝑁(0ି) = 0   ;    𝑀(0ି) = 0   ;    𝑉(𝐿ା) = 0   ;   𝑁(𝐿ା) = 0   

Nadat alle onbekenden zijn opgelost, kunnen de ploten worden gemaakt met Python. De resultaten bevinden 
zich in figuur 12. 

  

  

 

Figuur 12: De interne krachten en de vervormingen lijnen van construcƟe in voorbeeld 2. 
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3.2.3. Voorbeeld 3: staƟsche onbepaalde construcƟe 
In dit voorbeeld wordt een staƟsch onbepaald construcƟe behandeld die onder een hoek θ staat ten 
opzichte van de horizontale as en wordt belast met zowel een verƟcale kracht als een koppel ten 
waarde van 10 𝐾𝑁𝑚, behulp van Macaulay’s methode. Figuur 13 toont de construcƟe.  

L/4 L/2

L/
2F

L/4
z

A
B

x

T

 

Figuur 13: ConstrucƟe voorbeeld 3. 

De krachtenvergelijkingen worden op hetzelfde manier van de eerste twee voorbeelden opgesteld. In 
dit voorbeeld wordt de verƟcale oplegreacƟe naar boven gericht en de horizontale oplegreacƟe naar 
rechts gekozen en de moment linksom gewerkt. Dat geeŌ de volgende krachtenvergelijkingen. 

𝑞௭(𝑥) = −𝐴௏ ∙ 〈𝑥 − 0〉ିଵ  −  𝐵௏ ∙ 〈𝑥 − 𝐿〉ିଵ +  𝑀஺ ∙ 〈𝑥 − 0〉ିଶ  + 𝑇 ∙  〈𝑥 −
௟

ସ
〉ିଶ  

𝑞௫(𝑥) = 𝐴௛ ∙ 〈𝑥 − 0〉ିଵ −  𝐹 ∙ 〈𝑥 −
௅

ଶ
〉ିଵ  

De randvoorwaarden voor dit voorbeeld zijn als volgt: 

𝜑(0) = 0   ;   𝑤(0) = 0    ;    𝑀(𝐿) = 0   ;   𝑤(𝐿) = 0    ;   𝑢(0) = 0   

𝑉(0ି) = 0   ;   𝑁(0ି) = 0   ;    𝑀(0ି) = 0   ;    𝑉(𝐿ା) = 0   ;   𝑁(𝐿ା) = 0   

Nadat alle onbekenden zijn opgelost, kunnen de resultaten worden gevisualiseerd met Python. De krachten en 
de doorbuigingslijnen bevinden zich in figuur 14.  
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Figuur 14: De interne krachten en de vervormingen lijnen van construcƟe in voorbeeld 3. 
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4. Kromme liggers  
In dit hoofdstuk worden differenƟaalvergelijkingen afgeleid voor een kniksnede die vervolgens kunnen 
worden toegepast om de krachten en de vervorming in een gekinkte construcƟe te bepalen. Daarna 
wordt de afleiding verder verwerkt om differenƟaalvergelijkingen te vinden voor een kromme ligger. 
Verder worden drie voorbeelden behandeld.  

4.1. DifferenƟaalvergelijkingen afleiding  
In deze paragraaf wordt de mogelijkheid onderzocht om staƟsche vergelijkingen af te leiden voor 
kromme ligger met de globale assenstelsel.  
Echter, om de staƟsche vergelijkingen voor een  af te leiden, wordt gekeken naar een kniksnede (snede 
van een geknikte construcƟe waar de eerste staaf onder een hoek 𝜃  staat met de horizontale as en de 
tweede staaf onder een hoek ∆𝜃 staat ten opzicht van de eerste staaf) die onder zowel verƟcale 
belasƟng 𝑞௭ als horizontale belasƟng 𝑞௫ staat.  
Verder werken 𝑉, 𝑁 𝑒𝑛 𝑀 aan de linkerzijde van de kinksnede terwijl (𝑉 + ∆𝑉), (𝑁 + ∆𝑁) 𝑒𝑛 (𝑀 + ∆𝑀) 
aan de rechterzijde acƟef zijn. Verder houden we de rekening ermee dat beide staven op verschillende 
hoeken staan.  

 

Figuur 15: snede van een geknikte construcƟe waar de eerste staaf onder een hoek 𝜃  staat met de horizontale as en de tweede 
staaf onder een hoek ∆𝜃 staat ten opzicht van de eerste staaf. Deze snede wordt kniksnede genoemd. 

Evenwicht in x-richƟng: 

𝑞௫ ∙ ∆𝑧 − cos(𝜃) ∙ 𝑁 − sin(𝜃) ∙ 𝑉 + sin(𝜃 + ∆𝜃) ∙ (𝑉 + ∆𝑉) + cos(𝜃 + ∆𝜃) ∙ (𝑁 + ∆𝑁) = 0             (18)  

Evenwicht in z-richƟng: 

𝑞௭ ∙ ∆𝑥 + sin(𝜃) ∙ 𝑁 − cos(𝜃) ∙ 𝑉 + cos(𝜃 + ∆𝜃) ∙ (𝑉 + ∆𝑉) − sin(𝜃 + ∆𝜃) ∙ (𝑁 + ∆𝑁) = 0             (19)  

Moment evenwicht: 

𝑀 +  ∆𝑀 − 𝑀 − 𝑉 ∙
∆௫

ୡ୭ୱ(ఏ) 
− 𝑁 ∙ ቀ

୲ୟ୬(∆ఏ).∆௫మ

ୡ୭ୱ(ఏ) 
ቁ + 𝑞௭  ∙

∆௫మ

ଶ
+ 𝑞௫  ∙

∆௭మ

ଶ
= 0                                                     (20)  

In de bovenstaande vergelijking is ∆𝑥ଶ =  ∆𝑧ଶ  ≈ 0 en ቀ୲ୟ୬(∆ఏ).∆௫మ

ୡ୭ୱ(ఏ) 
ቁ  ≈ 0 

Wiskundige formules: 

𝑐𝑜𝑠(𝑎 + 𝑏) = cos(𝑎) ∙ cos(𝑏) − sin(𝑎) ∙ sin(𝑏)                                                                                              (21)  

sin(𝑎 + 𝑏) = sin(𝑎) ∙ cos(𝑏) + cos(𝑎) ∙ sin(𝑏)                                                                                               (22)  

Wanneer we vergelijkingen 21 en 22 in vergelijkingen 18 en 19 invullen, concluderen we de volgende 
vergelijkingen. 
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𝑞௫ ∙ ∆𝑧 − cos(𝜃) ∙ 𝑁 − sin(𝜃) ∙ 𝑉 + (sin(𝜃) ∙ cos(∆𝜃) + cos(𝜃) ∙ sin(∆𝜃)) ∙ (𝑉 + ∆𝑉) + (cos(𝜃) ∙ cos(∆𝜃) −

sin(𝜃) ∙ sin(∆𝜃)) ∙ (𝑁 + ∆𝑁) = 0                                                                                                                        (23)            

𝑞௭ ∙ ∆𝑥 + sin(𝜃) ∙ 𝑁 − cos(𝜃) ∙ 𝑉 + (cos(𝜃) ∙ cos(∆𝜃) − sin(𝜃) ∙ sin(∆𝜃)) ∙ (𝑉 + ∆𝑉) − (sin(𝜃) ∙ cos(∆𝜃) +

cos(𝜃) ∙ sin(∆𝜃)) ∙ (𝑁 + ∆𝑁) = 0                                                                                                                        (24)  

 
4.2. Op weg naar kromme ligger 
In de sub-paragraaf 4.1 zijn differenƟaalvergelijkingen afgeleid voor twee staven waarbij de tweede 
staaf onder een hoek ∆𝜃 staat ten opzichte van de eerste staaf. Verder is een kromme lijn niets anders 
dan een opeenvolging van lijnsegmenten die elkaar opvlogen met kleine hoekverschillen. Dit impliceert 
dat de kromme lijn geleidelijk van richƟng verandert in plaats van scherp te knikken, waardoor een 
conƟnue overgang tussen de verschillende lijksegmenten ontstaat.  

Daardoor kunnen we aannemen dat ∆𝜃 klein is. Door deze aanname voor ∆𝜃, zijn de Taylorreeksen van 
toepassing op  sin(∆𝜃)  𝑒𝑛 cos(∆𝜃). 

sin(∆𝜃) = ∆𝜃 −
∆ఏయ

ଷ!
+

∆ఏఱ

ହ!
 ⋯                    (25)                         

cos(∆𝜃) = 1 −
∆ఏమ

ଶ!
+

∆ఏర

ସ!
 ⋯                      (26)     

Vandaar kunnen de volgende benaderingen worden geconcludeerd:  

cos(𝜃) ∙ sin(∆𝜃) =  cos(𝜃)  ∙ ቀ∆𝜃 −
∆ఏయ

ଷ!
+

∆ఏఱ

ହ!
ቁ ≈ 0 ,               sin(𝜃) ∙ sin(∆𝜃) =  cos(𝜃)  ∙ ቀ∆𝜃 −

∆ఏయ

ଷ!
+

∆ఏఱ

ହ!
ቁ ≈ 0, 

cos(𝜃) ∙ cos(∆𝜃) =  cos(𝜃)  ∙ ቀ1 −
∆ఏమ

ଶ!
+

∆ఏర

ସ!
ቁ ≈ cos (𝜃),       sin(𝜃) ∙ cos(∆𝜃) =  sin(𝜃)  ∙ ቀ1 −

∆ఏమ

ଶ!
+

∆ఏర

ସ!
ቁ ≈ sin (𝜃), 

Wanneer we de bovenstaande benaderingen in vergelijkingen 23 𝑒𝑛 24 subsƟtueren, verkrijgen we als 
resultaat vergelijkingen 7 𝑒𝑛 8. Daarom kunnen vergelijkingen 11,12 𝑒𝑛 13 ook worden toegepast als 
staƟsche vergelijkingen voor kromme construcƟes. 

Daarnaast is 𝜃 nu geen constante meer over de hele lengte van de construcƟe omdat de kromme geen 
constante 𝜃 heeŌ maar blijŌ variëren zolang x verandert. Daarom is 𝜃 een funcƟe van 𝑥, het betreŌ de 
afgeleide van de construcƟefuncƟe. Bijvoorbeeld, als de ligger de funcƟe 𝑥ଶ volgt, is 𝜃 gelijk is aan 2𝑥 
en dus 𝑐𝑜𝑠(𝜃) = cos (2𝑥). 

4.2.1. Globale 𝜃 
In deze paragraaf wordt er onderzocht of de globale 𝜃 (normale afgeleide van de construcƟefuncƟe 
over de hele lengte) een oplossing geeŌ voor een kromme ligger. In Figuur 16 is het getoond wat er 
wordt bedoeld met de globale 𝜃. 

 

Figuur 16: globale 𝜃 . 
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De dwarskrachƞuncƟe in vergelijking 27 laten zien dat de integraal gecompliceerder is geworden 
omdat 𝜃, 𝑞௭ 𝑒𝑛 𝑞௫ allemaal funcƟes van 𝑥 zijn. Daarna moet vergelijking 27 nog drie keer worden 
geïntegreerd om de doorbuigingsfuncƟe te vinden.  

𝑉(𝑥) =  ∫  ( − sin(𝜃) ∙ 𝑞௫ − co s(𝜃) ∙ 𝑞௭ ) 𝑑𝑥                           (27)  

Toen deze methode in Python is geprobeerd, bleek het niet meer te reageren. Daarom zijn de volgende 
alternaƟeven overwogen om oplossingen te verkrijgen. 

 AlternaƟef 1: splitsen van funcƟes 
𝑉(𝑥) = (∫ 𝑞௭  𝑑𝑥 ∙ ∫ co s(𝜃) 𝑑𝑥 )  − (∫ 𝑞௫ 𝑑𝑥 ∙ ∫( sin(𝜃) 𝑑𝑥)  

 AlternaƟef 2: Taylorreek toepassen  

𝑉(𝑥) =  ∫ − ( 𝜃 −
ఏయ

ଷ!
+

ఏఱ

ହ!
 ⋯ ) ∙ 𝑞௫ −  (1 −

ఏమ

ଶ!
+

ఏర

ସ!
 ⋯ ) ∙ 𝑞௭  ) 𝑑𝑥  

 AlternaƟef 3 : Taylorreek toepassen op alternaƟef 1 

𝑉(𝑥) =  − ∫  ( 𝜃 −
ఏయ

ଷ!
+

∆ఏఱ

ହ!
 ⋯ ) 𝑑𝑥 ∙ ∫ 𝑞௫ 𝑑𝑥 −  ∫ ቀ1 −

ఏమ

ଶ!
+

ఏర

ସ!
 ⋯ ቁ  𝑑𝑥 ∙ ∫ 𝑞௭ 𝑑𝑥   

Bij alle alternaƟeven kon Python de doorbuigingsfuncƟe niet kunnen afleiden dat komt door de 
bovenstaande reden. Het was de plan om varianten 1 en 3 met de hand op te lossen maar an het 
onderzoeken bleek dat het splitsen van de integraal van een product in het product van de integralen 
is niet toegestaan omdat 𝜃, 𝑞௭ 𝑒𝑛 𝑞

𝑥
 allemaal van 𝑥 zijn. Daarom zouden varianten 1 en 3 niet de goede 

oplossing geven.  

4.2.2. Lokale 𝜃 
In deze paragraaf wordt er onderzocht of de lokale 𝜃 een oplossing geeŌ voor een kromme ligger. In 
Figuur 17 is het getoond wat er wordt bedoeld met de lokale 𝜃. Het concept achter de lokale 𝜃 is om 
te profiteren van het idee dat een kromme lijn een opeenvolging van kleine lijnsegmenten is die elkaar 

opvlogen. De lokale 𝜃 is helling van elke lijnsegment en die wordt berekend door tan(𝜃) =
ௗ௬

ௗ௫
 waarbij 

𝑑𝑦 is de hoogteverschil en 𝑑𝑥 is de lengte van de lijnsegment in de x-richƟng.  

 

Figuur 17: De kromme lijn wordt verdeeld tot lijnsegmenten en voor elke segment wordt de hoogteverschil bepaald 
waardoor 𝜃  kan worden berekend voor elke segment.  

4.3. Toepassing 
In dit hoofdstuk worden twee voorbeelden behandeld om de beschreven theorie in paragraaf 4.4.2 te 
verduidelijken. In bijlage 3 worden de figuren weer getoond en vergeleken met de figuren die met 
MatrixFrame gemaakt. 

4.3.1. Voorbeeld 4: parabolische construcƟe 
In dit voorbeeld wordt een parabolische ligger behandeld die op twee steunpunten staat en met een 
kracht F van 10 KN halverwege is belast, Met behulp van Macaulay’s methode. Figuur 18 laat de 
construcƟe zien. 
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Figuur 18: parabolische ligger die de funcƟe   ௫మ

ହ∙௅ 
 volgt.  

De eerste stap is om de ligger tot kleine segmenten te verdelen die gelijke lengte hebben. Vervolgens 
wordt de hoogteverschil voor elke stuk berekend. Daarna kunnen we de hoek 𝜃 voor iedere segment 
bepalen. Deze 𝜃′𝑠 worden later gebruikt in de vergelijkingen 11, 12 𝑒𝑛 13. 

De krachtenvergelijkingen van deze construcƟe zijn hieronder te zien. Verder worden de verƟcale 
oplegreacƟes in dit voorbeeld naar boven gericht en de horizontale oplegreacƟe naar rechts genomen.  

𝑞௭(𝑥) = −𝐴௩ ∙ 〈𝑥 − 0〉ିଵ +  𝐹 ∙ 〈𝑥 −
௅

ଶ
〉ିଵ −  𝐵௩ ∙ 〈𝑥 − 𝐿〉ିଵ   

𝑞௫(𝑥) = 𝐴௛ ∙ 〈𝑥 − 0〉ିଵ   

Door de vergelijking 11 vier keer te integreren is de doorbuigingsvergelijking te bepalen. Het integreren 
van de benoemde vergelijking geeŌ de volgende vergelijkingen: 

𝑉(𝑥) =  − sin(𝜃) ∙ 𝐴௛ ∙ 〈𝑥 − 0〉଴ − 𝐶𝑜𝑠(𝜃) ∙ ቀ−𝐴௏ ∙ 〈𝑥 − 0〉଴ + 𝐹 ∙ 〈𝑥 −
௅

ଶ
〉଴ − 𝐵௏ ∙ 〈𝑥 − 𝐿〉଴ቁ + 𝐶௏   

𝑀(𝑥) =  − tan(𝜃) ∙ 𝐴௛ ∙ 〈𝑥 − 0〉ଵ + ቀ𝐴௏ ∙ 〈𝑥 − 0〉ଵ − 𝐹 ∙ 〈𝑥 −
௅

ଶ
〉ଵ + 𝐵௏ ∙ 〈𝑥 − 𝐿〉ଵቁ + 𝐶௏ ∙ 𝑥 + 𝐶ெ  

𝐸𝐼 ∙  𝜑(𝑥) =  − tan(𝜃) ∙
஺೓

ଶ
∙ 〈𝑥 − 0〉ଶ +

ଵ

ଶ
ቀ𝐴௏ ∙ 〈𝑥 − 0〉ଶ − 𝐹 ∙ 〈𝑥 −

௅

ଶ
〉ଶ + 𝐵௏ ∙ 〈𝑥 − 𝐿〉ଶቁ + 𝐶௏ ∙

௫మ

ଶ
+ 𝐶ெ ∙ 𝑥 +  𝐶ఝ  

 𝐸𝐼 ∙  𝑤(𝑥) =  tan(𝜃) ∙
஺೓

଺
∙ 〈𝑥 − 0〉ଷ −

ଵ

଺
ቀ𝐴௏ ∙ 〈𝑥 − 0〉ଷ − 𝐹 ∙ 〈𝑥 −

௅

ଶ
〉ଷ + 𝐵௏ ∙ 〈𝑥 − 𝐿〉ଷቁ − 𝐶௏ ∙

௫య

଺
− 𝐶ெ ∙

௫మ

ଶ
−

 𝐶ఝ ∙ 𝑥 + 𝐶ௐ   

Vervolgens moet vergelijking 12 één keer worden geïntegreerd om de normaalkrachtsvergelijking te 
verkrijgen: 

𝑁(𝑥) =  −cos(𝜃) ∙ 𝐴௛ ∙ 〈𝑥 − 0〉଴ + 𝑆𝑖𝑛(𝜃) ∙ ቀ−𝐴௏ ∙ 〈𝑥 − 0〉଴ + 𝐹 ∙ 〈𝑥 −
௅

ଶ
〉଴ − 𝐵௏ ∙ 〈𝑥 − 𝐿〉଴ቁ + 𝐶ே  

Het is belangrijk rekening te houden met het feit dat de lijnsegmenten verschillende waarden voor 𝜃 
hebben.  

Hieronder zijn de randvoorwaarden voor dit voorbeeld: 

𝑀(0) = 0   ;   𝑤(0) = 0    ;    𝑀(𝐿) = 0   ;    𝑤(𝐿) = 0 𝑉(0ି) = 0   ;   𝑁(0ି) = 0   ;    𝑉(𝐿ା) = 0   ;   𝑁(𝐿ା) = 0   

Na het oplossen van alle onbekenden is het mogelijk om alle interne krachten, de rotaƟe en de doorbuiging van 
de ligger te visualiseren met behulp van python. De resultaten zijn in figuur 19 te zien.  
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Figuur 19: De interne krachten en de vervormingen lijnen van construcƟe in voorbeeld 4. 

4.3.2. Voorbeeld 5: parabolische construcƟe 
In dit voorbeeld wordt een parabolische ligger behandeld die op twee steunpunten staat en met een 
kracht F van 10 KN halverwege is belast, Met behulp van Macaulay’s methode. Figuur 18 laat de 

construcƟe zien. Het enige verschil met het bovenstaande voorbeeld is dat de construcƟe de funcƟe ௫
మ

௅
 

volgt waardoor de hoek 𝜃 scherper zal zijn.  

Dezelfde methode van het bovenstaande voorbeeld is van toepassing in dit voorbeeld. De verkregen 
resultaten zijn hieronder in figuur 20 te zien. 
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Figuur 20: De interne krachten en de vervormingen lijnen van construcƟe in voorbeeld 5. 

 

Met betrekking tot gekikte construcƟes wordt een voorbeeld in bijlage 4 behandeld waarbij een nieuwe 
methode geïntroduceerd.  De methode is als volgt:  

 de construcƟe beschouwd als twee afzonderlijke staven, waarbij elke staaf onder een bepaalde hoek 
staat met de horizontale as. Dit stelt ons in staat om de eerdergenoemde differenƟaalvergelijking 
afzonderlijk toe te passen op elke staaf. Om de staven weer met elkaar te verbinden, wordt een 
iteraƟemethode gebruikt. Deze interacƟemethode stelt om twee correcƟekrachten zowel aan het 
einde van de eerste staaf als aan het begin van de tweede staaf toe te voegen. De correcƟekrachten 
worden bepaald door de horizontale en de verƟcale componenten van de normale en de dwarse 
krachten in beide staven. De correcƟekrachten dienen voortdurend aangepast te worden totdat de 
krachten niet meer veranderen of de verandering te verwaarlozen is (zie bijlage 4).  
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Discussie 
In dit hoofdstuk worden de gevonden uitkomsten besproken. Daarna worden suggesƟes gemaakt voor 
mogelijk vervolgonderzoek.  

Met de beschreven methode konden alle interne krachten- en vervormingslijnen worden geplot voor 
de schuine en kromme staƟsche bepaalde ligger.  

Het is opmerkelijk dat een (~1 %) verschil tussen de waarden van Python en de waarden van 
MatrixFrame. Dat komt omdat de kromme ligger in MatrixFrame tot 20 lijnsegmenten was verdeeld 
terwijl de kromme ligger in Python tot 550 lijnsegmenten was verdeeld.   

 

Aanbevelingen vervolgonderzoek 

Het is interessant om te kijken naar de volgende onderwerpen om Macaulay’s methode uit te bereiden: 

 

Macaulay

Vakwerk

1D constructies

Kromme ligger

Invloedslijnen Uitbreiding van 2D 
constructies

Staven losmaken

Continue oplossen 

steunpuntzakking

Theta(s)

qz(x, z)

Schanier 
toevoegen met 

een momentspaar

Een koppel 
werkt op de 
constructie

q-last

virtuele arbeid

Python code

q-last

Statisch 
onbepaald

 

Figuur 21: Mogelijke onderwerpen om de methode van Macaulay uit te bereiden. 

Deze spindiagram toont verschillende punten die nog openstaan en waarover onderzoek worden 
verricht. De meeste belangrijke punten zijn als volgt: 

 Tweedimensionale construcƟes analyseren waar drie staven bij een knooppunt.  

Er zijn drie mogelijke methodes geprobeerd om tot een oplossing te komen voor construcƟes waar drie 
staven samen bij een knooppunt komen:  

1. Splitsen van de construcƟe:  
Het concept achter deze methode was om de construcƟe te verdelen tot twee construcƟes. 
Daarna worden de twee construcƟes opgeteld.  
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Figuur 22: Splitsen van construcƟe. 

Deze methode geeŌ geen juiste oplossing. 
2. De construcƟe denkbeeldig plat te visualiseren:  

F

F

F

A

B C

D

A

B C D

F

 

Figuur 23: De blauwe pijlen geven de route langs de construcƟe nemen.  

Het concept was om de construcƟe plat denkbeeldig te visualiseren. Verder worden één 
onbekende horizontale kracht en één onbekende verƟcale kracht op de locaƟe waar een knik 
plaatsvindt. De hoek bij de knooppunt C is 180° en bij de knooppunt B is 270° wanneer we 
teruggaan naar de verƟcale staaf. De voorwaarden zijn volgens de beschreven methode in 
(Wulp, 2023).  
𝑁(𝑎ା) = cos(𝜃) ∙ 𝑁(𝑎ି) −  sin(𝜃) ∙ 𝑉(𝑎ି)                                     
 
𝑉(𝑎ା) = sin(𝜃) ∙ 𝑁(𝑎ି) + cos(𝜃) ∙ 𝑉(𝑎ି)                                      
 
Deze methode geeŌ geen oplossing omdat het aantal voorwaarden waren meer dan het aantal 
van de onbekenden. Dat komt omdat staaf BC twee keer is meegenomen. Als er een methode 
kon worden gevonden die laat de interne krachten van BC gelijk te stellen aan CB, zou deze 
methode misschien kunnen werken.  
 

 

3. De construcƟe van drie staven naar twee staven brengen:  

F

F

A

B C

D

A
B C

F

M

F

 

Figuur 24: construcƟe omzeƩen naar twee staven. 
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Deze methode is niet geprobeerd maar het lijkt het meest te werken omdat deze methode al is 
gewerkt voor de normale differenƟaalvergelijkingsmethode.  

 Onderzoeken of Macaulay’s mehode van toepassing is op vakwerken.  
 Het lijkt ook interessant om een Python code op te schrijven die voor alle eendimensionale of 

tweedimensionale construcƟes geldt. 
 Er kan worden gekeken naar invloedslijnen voor een  construcƟes die met q-last wordt belast.  
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Conclusie 
Het doel van dit rapport was om de volgeden vragen te onderzoeken: 

Hoe kan de methode van Macaulay worden uitgebreid met betrekking tot zowel schuine liggers als 
kromme liggers?  

Door de uitgelegde theorie en de toegepaste methodes in dit verslag kan de volgende conclusie worden 
getrokken: 

 Het is gelukt om differenƟaalvergelijkingen voor schuine construcƟes af te leiden.  

Als resultaat van de evenwichtsvergelijkingen voor een hellingsnede zijn de volgende vergelijkingen 
verkregen:  

ௗ௏

ௗ௫
=  − sin(𝜃) ∙ 𝑞௫ − co s(𝜃) ∙ 𝑞௭                                                                                             (28)  

ௗே

ௗ௫
= − cos(𝜃) ∙ 𝑞௫ + sin(𝜃) ∙  𝑞௫                                                                                             (29)  

ௗெ

ௗ௫
=  

௏

ୡ୭ୱ(ఏ) 
                                                                                                                                   (30)  

De bovenstaande vergelijkingen kunnen worden gebruikt als staƟsche vergelijkingen voor construcƟes 
die onder een hoek staan met de horizontale as. Bovendien worden er geen wijzigingen aangebracht 
in de kinemaƟsche vergelijkingen of de consƟtuƟeve vergelijkingen. Met behulp van deze 
vergelijkingen en onder de juiste voorwaarden kunnen de krachtenvergelijkingen worden opgesteld, 
waardoor zowel de interne krachten als de doorbuigingen worden bepaald.  

 Dezelfde differenƟaalvergelijkingen zijn ook van toepassing voor kromme construcƟes.  

Nadat de evenwichtsvergelijkingen voor een kniksnede, zijn de volgende vergelijkingen gevonden: 

𝑞௫ ∙ ∆𝑧 − cos(𝜃) ∙ 𝑁 − sin(𝜃) ∙ 𝑉 + (sin(𝜃) ∙ cos(∆𝜃) + cos(𝜃) ∙ sin(∆𝜃)) ∙ (𝑉 + ∆𝑉) + (cos(𝜃) ∙

cos(∆𝜃) − sin(𝜃) ∙ sin(∆𝜃)) ∙ (𝑁 + ∆𝑁) = 0                                                                        (31)            

𝑞௭ ∙ ∆𝑥 + sin(𝜃) ∙ 𝑁 − cos(𝜃) ∙ 𝑉 + (cos(𝜃) ∙ cos(∆𝜃) − sin(𝜃) ∙ sin(∆𝜃)) ∙ (𝑉 + ∆𝑉) − (sin(𝜃) ∙

cos(∆𝜃) + cos(𝜃) ∙ sin(∆𝜃)) ∙ (𝑁 + ∆𝑁) = 0                                                                       (32)  

Een aanname stelt dat een kromme lijn een opeenvolging van lijnsegmenten is die elkaar opvlogen met 
kleine hoekverschillen. Hierdoor zou ∆𝜃 zo klein zijn voor een kromme lijn. Daarom kunnen de 
volgende Taylorreeksen worden gebruikt voor de funcƟes 𝑠𝑖𝑛(𝜃) 𝑒𝑛 𝑐𝑜𝑠(𝜃): 

sin(∆𝜃) = ∆𝜃 −
∆ఏయ

ଷ!
+

∆ఏఱ

ହ!
 ⋯                                                                                                   (33)                         

cos(∆𝜃) = 1 −
∆ఏమ

ଶ!
+

∆ఏర

ସ!
 ⋯                                                                                                     (34)     

Hierna worden vergelijkingen 28, 29 𝑒𝑛 30 verkregen als staƟsche vergelijkingen voor kromme 
construcƟes. Verder is het bepalen van 𝜃 kan zowel globaal als lokaal. Er blijkt dat de staƟsche 
vergelijkingen met de lokale 𝜃 een oplossing geven voor staƟsch bepaald kromme construcƟes. 

 Door deze differenƟaalvergelijkingen en Macaulay’s methode kunnen de interne krachten- en 
vervormingslijnen geplot worden 
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Bijlagen 
Bijlage 1: Euler-Bernoulli Afleiding 
KinemaƟsche vergelijkingen:  

𝜑 =  −
ௗ௪

ௗ௫
            ;                 𝜅 =

ௗఝ

ௗ௫
                   ;                 𝜅 = −

ௗమ௪

ௗ௫మ                             

𝜀 =
ௗ௨

ௗ௫
                      

ConsƟtuƟeve vergelijkingen: 

𝑀 = 𝐸𝐼 ∙ 𝜅            

𝑁 = 𝐸𝐴 ∙ 𝜀            

StaƟsche vergelijkingen:  

ௗ௏

ௗ௫
+  𝑞௭ = 0                          ௗெ

ௗ௫
−  𝑉 = 0                        ௗ

మெ

ௗ௫మ +  𝑞௭ = 0                        

ௗே

ௗ௫
+  𝑞௫ = 0         
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Bijlage 2: Voorbeelden oplossingen 
Voorbeeld 1: 

𝐴௏ = 5 𝐾𝑁,   𝐴௛ = 0 𝐾𝑁,    𝐵௏ = 5  𝐾𝑁 , 𝐶ఝ =  −10, 𝐶௏ = 0, 𝐶ே = 0, 𝐶௠ = 0, 𝐶௪ = 0, 𝐶௨ = 0   

Om de waarden te controleren, passen we ∑𝐹௏ = 0, ∑𝐹௛ = 0, 𝑒𝑛 ∑T = 0.   

∑𝐹௏ = −5 − 5 + 10 = 0  

∑𝐹௛ = 0  

∑T = − 10 ∗ 2 + 5 ∗ 4 = 0   

Voorbeeld 2:  

Nu dient vergelijking 11 vier keer geïntegreerd te worden. Daardoor worden de onderstaande vergelijkingen 
verkregen: 

𝑉(𝑥) =  − sin(𝜃) ∙ (𝐴௛ ∙ 〈𝑥 − 0〉଴ −  𝐹 ∙ 〈𝑥 − 𝐿〉଴) − 𝐶𝑜𝑠(𝜃) ∙ (−𝐴௩ ∙ 〈𝑥 − 0〉଴ +  𝐹 ∙ 〈𝑥 − 𝐿〉଴ +  𝑀஺ ∙ 〈𝑥 −

0〉ିଵ) + 𝐶௏   

𝑀(𝑥) =  − tan(𝜃) ∙ (𝐴௛ ∙ 〈𝑥 − 0〉ଵ −  𝐹 ∙ 〈𝑥 − 𝐿〉ଵ) + (𝐴௩ ∙ 〈𝑥 − 0〉ଵ −  𝐹 ∙ 〈𝑥 − 𝐿〉ଵ −  𝑀஺ ∙ 〈𝑥 − 0〉଴) + 𝐶௏ ∙ 𝑥 +

 𝐶ெ   

𝐸𝐼 ∙  𝜑(𝑥) =  − tan(𝜃) ∙
ଵ

ଶ
∙ (𝐴௛ ∙ 〈𝑥 − 0〉ଶ −  𝐹 ∙ 〈𝑥 − 𝐿〉ଶ) + ቀ

஺ೡ

ଶ
∙ 〈𝑥 − 0〉ଶ −

ி

ଶ
∙ 〈𝑥 − 𝐿〉ଶ −  𝑀஺ ∙ 〈𝑥 − 0〉ଵቁ +

𝐶௏ ∙
௫మ

ଶ
+ 𝐶ெ ∙ 𝑥 +  𝐶ఝ   

𝐸𝐼 ∙  𝑤(𝑥) =  tan(𝜃) ∙
ଵ

଺
∙ (𝐴௛ ∙ 〈𝑥 − 0〉ଷ −  𝐹 ∙ 〈𝑥 − 𝐿〉ଷ) − ቀ

஺ೡ

଺
∙ 〈𝑥 − 0〉ଷ −

ி

଺
∙ 〈𝑥 − 𝐿〉ଷ −

ெಲ

ଶ
∙ 〈𝑥 − 0〉ଶቁ − 𝐶௏ ∙

௫య

଺
− 𝐶ெ ∙

௫మ

ଶ
−  𝐶ఝ ∙ 𝑥 + 𝐶௪   

Vervolgens moet vergelijking 12 twee keer worden geïntegreerd om de normaalkrachtsvergelijking en de 
horizontale verplaatsing te bepalen. 

𝑁(𝑥) =  −cos(𝜃) ∙ (𝐴௛ ∙ 〈𝑥 − 0〉଴ −  𝐹 ∙ 〈𝑥 − 𝐿〉଴) + 𝑆𝑖𝑛(𝜃) ∙ (−𝐴௩ ∙ 〈𝑥 − 0〉଴ +  𝐹 ∙ 〈𝑥 − 𝐿〉଴ +  𝑀஺ ∙ 〈𝑥 −

0〉ିଵ) + 𝐶ே  

𝑢(𝑥) =  −cos(𝜃) ∙ (𝐴௛ ∙ 〈𝑥 − 0〉ଵ −  𝐹 ∙ 〈𝑥 − 𝐿〉ଵ) + 𝑆𝑖𝑛(𝜃) ∙ (−𝐴௩ ∙ 〈𝑥 − 0〉ଵ +  𝐹 ∙ 〈𝑥 − 𝐿〉ଵ +  𝑀஺ ∙ 〈𝑥 −

0〉଴) + 𝐶ே ∙ 𝑥 + 𝐶௨   

De verkregen waarden zijn:  

𝐴௏ = 10 𝐾𝑁,   𝐴௛ = 10 𝐾𝑁,    𝑀஺ = 20 𝐾𝑁/𝑚 , 𝐶ఝ =  0, 𝐶௏ = 0, 𝐶ே = 0, 𝐶௠ = 0, 𝐶௪ = 0, 𝐶௨ = −8.94   

Om de waarden te controleren, passen we ∑𝐹௏ = 0, ∑𝐹௛ = 0, 𝑒𝑛 ∑T = 0.   

∑𝐹௏ = 10 − 10 = 0  

∑𝐹௛ = 10 − 10 = 0  

∑T = 10 ∗ 2 − 10 ∗ 4 + 20 = 0   

Voorbeeld 3:  

Om de doorbuigingsfuncƟe te bepalen, dient vergelijking 11 geïntegreerd. De krachten- en de 
doorbuigingsvergelijkingen zijn dan als volgt: 

𝑉(𝑥) =  − sin(𝜃) ∙ (𝐴௛ ∙ 〈𝑥 − 0〉଴ −  𝐹 ∙ 〈𝑥 −
௅

ଶ
〉଴) − 𝐶𝑜𝑠(𝜃) ∙ ቀ−𝐴௏ ∙ 〈𝑥 − 0〉଴  − 𝐵௏ ∙ 〈𝑥 − 𝐿〉଴ +  𝑀஺ ∙ 〈𝑥 −

0〉ିଵ  + 𝑇 ∙  〈𝑥 −
௟

ସ
〉ିଵቁ + 𝐶௏  
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𝑀(𝑥) =  − tan(𝜃) ∙ (𝐴௛ ∙ 〈𝑥 − 0〉ଵ −  𝐹 ∙ 〈𝑥 −
௅

ଶ
〉ଵ) + ቀ𝐴௏ ∙ 〈𝑥 − 0〉ଵ + 𝐵௏ ∙ 〈𝑥 − 𝐿〉ଵ −  𝑀஺ ∙ 〈𝑥 − 0〉଴ − 𝑇 ∙  〈𝑥 −

௟

ସ
〉଴ቁ + 𝐶௏ ∙ 𝑥 +  𝐶ெ  

𝐸𝐼 ∙  𝜑(𝑥) =  − tan(𝜃) ∙
ଵ

ଶ
∙ ቀ𝐴௛ ∙ 〈𝑥 − 0〉ଶ −  𝐹 ∙ 〈𝑥 −

௅

ଶ
〉ଶቁ + ቀ

஺ೇ

ଶ
∙ 〈𝑥 − 0〉ଶ +

஻ೇ

ଶ
∙ 〈𝑥 − 𝐿〉ଶ −  𝑀஺ ∙ 〈𝑥 − 0〉ଵ −

𝑇 ∙  〈𝑥 −
௟

ସ
〉ଵቁ + 𝐶௏ ∙

௫మ

ଶ
+ 𝐶ெ ∙ 𝑥 +  𝐶ఝ  

𝐸𝐼 ∙  𝑤(𝑥) =  tan(𝜃) ∙
ଵ

଺
∙ ቀ𝐴௛ ∙ 〈𝑥 − 0〉ଷ −  𝐹 ∙ 〈𝑥 −

௅

ଶ
〉ଷቁ + ቀ

஺ೇ

଺
∙ 〈𝑥 − 0〉ଷ +

஻ೇ

଺
∙ 〈𝑥 − 𝐿〉ଷ −

ெಲ

ଶ
∙ 〈𝑥 − 0〉ଶ −

்

ଶ
∙

 〈𝑥 −
௟

ସ
〉ଶቁ − 𝐶௏ ∙

௫య

଺
− 𝐶ெ ∙

௫మ

ଶ
− 𝐶ఝ ∙ 𝑥 +  𝐶௪  

Vervolgens dient vergelijking 12 twee keer worden geïntegreerd om de normaalkrachtsvergelijking te verkrijgen. 

𝑁(𝑥) =  −cos(𝜃) ∙ (𝐴௛ ∙ 〈𝑥 − 0〉଴ −  𝐹 ∙ 〈𝑥 −
௅

ଶ
〉଴ ) + 𝑆𝑖𝑛(𝜃) ∙ (−𝐴௏ ∙ 〈𝑥 − 0〉଴  −  𝐵௏ ∙ 〈𝑥 − 𝐿〉଴ +  𝑀஺ ∙ 〈𝑥 −

0〉ିଵ  + 𝑇 ∙  〈𝑥 −
௟

ସ
〉ିଵ) + 𝐶ே    

𝑢(𝑥) =  −cos(𝜃) ∙ (𝐴௛ ∙ 〈𝑥 − 0〉ଵ −  𝐹 ∙ 〈𝑥 −
௅

ଶ
〉ଵ ) + 𝑆𝑖𝑛(𝜃) ∙ (−𝐴௏ ∙ 〈𝑥 − 0〉ଵ  −  𝐵௏ ∙ 〈𝑥 − 𝐿〉ଵ +  𝑀஺ ∙ 〈𝑥 −

0〉଴  + 𝑇 ∙  〈𝑥 −
௟

ସ
〉଴) + 𝐶ே  ∙ 𝑥 + 𝐶௨     

De verkregen waarden zijn:  

𝐴௏ = 3.203125  𝐾𝑁, 𝐵௏ = −3.203125  𝐾𝑁,    𝐴௛ = 10 𝐾𝑁,    𝑀஺ = −7.1875 𝐾𝑁/𝑚 , 𝐶ఝ =  0, 𝐶௏ = 0, 𝐶ே =

0, 𝐶௠ = 0, 𝐶௪ = 0, 𝐶௨ = 3.21   

Om de waarden te controleren, passen we ∑𝐹௏ = 0, ∑𝐹௛ = 0, 𝑒𝑛 ∑T = 0.   

∑𝐹௏ = 3.2 − 3.2 = 0  

∑𝐹௛ = 10 − 10 = 0   

∑T =  10 + 10 ∗ 1 − 3.203125 ∗ 4 − 7.1875 = 0   
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Bijlage 3: MatrixFrame Check 
In deze bijlage worden de waarden van de interne krachten en de vorm van de vervormingen van alle 
behandelde construcƟe in dit rapport gecheckt.  

Voorbeeld 1:  

 

Figuur 25: ConstrucƟe die in MatrixFrame is getekend voor voorbeeld 1. 

       

 

Figuur 26: N-lijn voor de construcƟe in voorbeeld 1 zowel in MatrixFrame als Python met toepassing van Macaulay’s methode.  
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Figuur 27: V-lijn voor de construcƟe in voorbeeld 1 zowel in MatrixFrame als Python met toepassing van Macaulay’s methode. 

 

 

Figuur 28: M-lijn voor de construcƟe in voorbeeld 1 zowel in MatrixFrame als Python met toepassing van Macaulay’s methode. 
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Figuur 29: w-lijn voor de construcƟe in voorbeeld 1 zowel in MatrixFrame als Python met toepassing van Macaulay’s methode. 

 

Voorbeeld 2: 

 

Figuur 30: ConstrucƟe die in MatrixFrame is getekend voor voorbeeld 2. 
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Figuur 31: V-lijn voor de construcƟe in voorbeeld 2 zowel in MatrixFrame als Python met toepassing van Macaulay’s methode. 
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Figuur 32: N-lijn voor de construcƟe in voorbeeld 2 zowel in MatrixFrame als Python met toepassing van Macaulay’s methode.      

 

 

Figuur 33: M-lijn voor de construcƟe in voorbeeld 2 zowel in MatrixFrame als Python met toepassing van Macaulay’s methode. 
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Figuur 34: w-lijn voor de construcƟe in voorbeeld 2 zowel in MatrixFrame als Python met toepassing van Macaulay’s methode. 

Voorbeeld 3: 

 

Figuur 35: ConstrucƟe die in MatrixFrame is getekend voor voorbeeld 3. 
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Figuur 36: V-lijn voor de construcƟe in voorbeeld 3 zowel in MatrixFrame als Python met toepassing van Macaulay’s methode. 

      

 

Figuur 37: N-lijn voor de construcƟe in voorbeeld 3 zowel in MatrixFrame als Python met toepassing van Macaulay’s methode. 
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Figuur 38: M-lijn voor de construcƟe in voorbeeld 3 zowel in MatrixFrame als Python met toepassing van Macaulay’s methode. 

 

           

 

Figuur 39: w-lijn voor de construcƟe in voorbeeld 3 zowel in MatrixFrame als Python met toepassing van Macaulay’s methode. 
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Voorbeeld 4: 

 

 

Figuur 40: ConstrucƟe van voorbeeld 4 in MatrixFrame. 

 

 

 

Figuur 41: V-lijn voor de construcƟe in voorbeeld 4 zowel in MatrixFrame als Python met toepassing van Macaulay’s methode. 
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Figuur 42: N-lijn voor de construcƟe in voorbeeld 4 zowel in MatrixFrame als Python met toepassing van Macaulay’s methode. 
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Figuur 43: M-lijn voor de construcƟe in voorbeeld 4  zowel in MatrixFrame als Python met toepassing van Macaulay’s methode. 

 

Voorbeeld 5: 

 

 

Figuur 44: ConstrucƟe van voorbeeld 5 in MatrixFrame. 
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Figuur 45: V-lijn voor de construcƟe in voorbeeld 5 zowel in MatrixFrame als Python met toepassing van Macaulay’s methode. 
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Figuur 46: N-lijn voor de construcƟe in voorbeeld 5  zowel in MatrixFrame als Python met toepassing van Macaulay’s methode. 
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Figuur 47: M-lijn voor de construcƟe in voorbeeld 5  zowel in MatrixFrame als Python met toepassing van Macaulay’s methode. 
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Bijlage 4 : gekinkte construcƟes 
Voor een geknikte construcƟe kunnen vergelijkingen 23 en 24 niet verder vereenvoudigen. Daarom is 
er een voorstel gemaakt dat een gekinkte construcƟe kan worden beschouwen als twee loze staven 
van elkaar waar elke staaf onder een bepaalde hoek staat met de horizontale as. Daarna worden de 
krachtenvergelijkingen normaal worden opgesteld voor iedere staaf. Vervolgens worden die 
vergelijkingen gecorrigeerd met een correcƟekrachten.  

In het rapport van Wulp, was het concept om onbekende krachten toe te voegen op de locaƟe waar 
een knik optreedt in de construcƟe. Daarna worden deze onbekende krachten opgelost door de juiste 
voorwaarden toe te passen waarbij de krachten voor de knik gelijkgesteld worden aan de krachten na 
de knik (Wulp, 2023). 

Het idee achter de correcƟekrachten is om te kijken naar de interne krachten (rode pijlen in figuren 13 
en 14) in de beide staven zonder enkele krachten op de locaƟe waar de knik plaatsvindt toe te voegen. 
Daarna rekenen we de verƟcale en horizontale krachten ten gevolg van de interne krachten. Vervolgens 
gaan we deze twee krachten toevoegen aan de bijhorende staaf.  

                                             

Figuur 48: correcƟekrachten op de eerste staaf                                                 Figuur 49: correcƟekrachten op de tweede staaf 

 Deze methode laat de interne krachten zichzelf corrigeren. Hieronder vindt een stappenplan plaats om 
de methode te verduidelijken. 

Stap 1: als eerste benadering worden de krachtenvergelijkingen opgesteld met alleen de werkende 
krachten op de construcƟe en de oplegreacƟes, waarbij rekening wordt gehouden met het feit dat 
de correcƟekrachten later aan deze vergelijkingen zullen worden toegevoegd.  

Stap 2: vergelijking 11 moet vier keer worden geïntegreerd en vergelijking 12 één 
keer geïntegreerd. Dan worden alle onbekenden opgelost met de geschikte randvoorwaarden. 
Hiermee kunnen we de normale en de dwarse krachten bepalen bij de knooppunt van de beide 
staven.  

Stap 3: de correcƟekrachten toevoegen aan de krachtenvergelijkingen. Deze krachten worden 
gedefinieerd als volgt: 

Aan het einde van de eerste staaf voegen we 𝑉1 ∙ sin(𝜃) + 𝑁1 ∙ cos(𝜃) als een horizontale kracht 
en 𝑉1 ∙ cos(𝜃) − 𝑁1 ∙ sin (𝜃) als een verƟcale kracht toe  zijn. Verder voegen we aan het begin 
van de tweede staaf −𝑉2 ∙ sin(𝛼) − 𝑁2 ∙ cos(𝛼) als een horizontale kracht en 𝑁2 ∙ sin(𝛼) − 𝑉2 ∙

cos(𝛼) als een verƟcale kracht toe.  

Waarbij: N1 en V1 zijn de interne krachten aan het einde van de eerste staaf.  

                N2 en V2 zijn de interne krachten aan het begin van de tweede staaf.  
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Stap 4: na het toevoegen van de correcƟekrachten, rekenen we opnieuw N1, V1, N2 en V2 met 
behulp van de bijgewerkt krachtenvergelijkingen. Vervolgens vervangen we deze nieuwe waarden 
voor de interne krachten in de krachten vergelijkingen in plaats van de oude waarden. 

Step 5: we blijven itereren en de interne krachten vervagen totdat de onbekenden niet meer 
worden veranderd of de veranderingen van de onbekenden te verwaarlozen is. 

Toepassing  

In dit hoofdstuk wordt een voorbeeld behandeld om de beschreven theorie te verduidelijken. Verder 
heeŌ de puntlast F een waarde van 10 KN en de lengte L is 4 m. Dit voorbeeld wordt opgelost volgens 
de stappenplan hierboven. In bijlage 3 worden de figuren weer getoond en vergeleken met de figuren 
die met MatrixFrame gemaakt. 

Voorbeeld : geknikte construcƟe  

 

F

L/2

x

z L/2 L/4 L/4

F

L/4
L/4

 

Figuur 50: ConstrucƟe voorbeeld 4 

Stap 1: De eerste benadering de van de krachtenvergelijkingen is gedefinieerd als volgt: 

𝑞௭ଵ(𝑥) = −𝐴௏ ∙ 〈𝑥 − 0〉ିଵ +  𝐹 ∙ 〈𝑥 −
௅

ଶ
〉ିଵ +  𝑀஺ ∙ 〈𝑥 − 0〉ିଶ   

𝑞௫ଵ(𝑥) = 𝐴௛ ∙ 〈𝑥 − 0〉ିଵ  

𝑞௭ଶ(𝑥) = −𝐵௏ ∙ 〈𝑥 −
ଷ௅

ଶ
〉ିଵ +  𝐹 ∙ 〈𝑥 −

ହ௅

ସ
〉ିଵ  

𝑞௫ଶ(𝑥) = 0  

Stap 2: Door vergelijking 11 vier keer te integreren, verkrijgen we de volgende funcƟes: 

𝑉(𝑥) =  − sin(𝜃) ∙ (𝐴௛ ∙ 〈𝑥 − 0〉଴) − 𝐶𝑜𝑠(𝜃) ∙ ቀ−𝐴௏ ∙ 〈𝑥 − 0〉଴ +  𝐹 ∙ 〈𝑥 −
௅

ଶ
〉଴ +  𝑀஺ ∙ 〈𝑥 − 0〉ିଵቁ  − 𝐶𝑜𝑠(𝛼) ∙

ቀ−𝐵௏ ∙ 〈𝑥 −
ଷ௅

ଶ
〉଴ +  𝐹 ∙ 〈𝑥 −

ହ௅

ସ
〉଴ቁ + 𝐶௏   

𝑀(𝑥) =  − tan (𝜃)∙ (𝐴௛ ∙ 〈𝑥 − 0〉ଵ) + ቀ𝐴௏ ∙ 〈𝑥 − 0〉ଵ −  𝐹 ∙ 〈𝑥 −
௅

ଶ
〉ଵ −  𝑀஺ ∙ 〈𝑥 − 0〉଴ቁ + ቀ𝐵௏ ∙ 〈𝑥 −

ଷ௅

ଶ
〉ଵ −  𝐹 ∙

〈𝑥 −
ହ௅

ସ
〉ଵቁ + 𝐶௏ ∙ 𝑥 +  𝐶ெ  

𝐸𝐼 ∙ 𝜑(𝑥) =  − tan (𝜃)∙ (
஺೓

ଶ
∙ 〈𝑥 − 0〉ଶ) + ቀ

஺ೇ

ଶ
∙ 〈𝑥 − 0〉ଶ −

ி

ଶ
∙ 〈𝑥 −

௅

ଶ
〉ଶ −  𝑀஺ ∙ 〈𝑥 − 0〉ଵቁ +  ቀ

஻ೇ

ଶ
∙ 〈𝑥 −

ଷ௅

ଶ
〉ଶ −

ி

ଶ
∙

〈𝑥 −
ହ௅

ସ
〉ଶቁ + 𝐶௏ ∙

௫

ଶ

ଶ
+  𝐶ெ ∙ 𝑥 + 𝐶ఝ        

 𝐸𝐼 ∙ 𝑤(𝑥) =  tan (𝜃)∙ (
஺೓

ଶ
∙ 〈𝑥 − 0〉ଶ) − ቀ

஺ೇ

଺
∙ 〈𝑥 − 0〉ଷ −

ி

଺
∙ 〈𝑥 −

௅

ଶ
〉ଷ −

ெಲ

ଶ
∙ 〈𝑥 − 0〉ଶቁ −  ቀ

஻ೇ

଺
∙ 〈𝑥 −

ଷ௅

ଶ
〉ଷ −

ி

଺
∙

〈𝑥 −
ହ௅

ସ
〉ଷቁ − 𝐶௏ ∙

௫

଺

ଷ
−  𝐶ெ ∙

௫

ଶ

ଶ
− 𝐶ఝ ∙ 𝑥 + 𝐶௪  

Nu moet vergelijking 12 worden geïntegreerd: 
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𝑁(𝑥) =  sin(𝜃) ∙ (−𝐴௛ ∙ 〈𝑥 − 0〉଴ − 𝐴௏ ∙ 〈𝑥 − 0〉଴ +  𝐹 ∙ 〈𝑥 −
௅

ଶ
〉଴ +  𝑀஺ ∙ 〈𝑥 − 0〉ିଵ) + 𝑠𝑖𝑛(𝛼) ∙ (−𝐵௏ ∙ 〈𝑥 −

ଷ௅

ଶ
〉଴ +  𝐹 ∙ 〈𝑥 −

ହ௅

ସ
〉଴ )  + 𝐶ே  

De geschikte randvoorwaarden voor dit voorbeeld zijn de volgende: 

𝜑(0) = 0   ;   𝑤(0) = 0    ;    𝑀 ቀ
ଷ௅

ଶ
ቁ = 0   ;   𝑤 ቀ

ଷ௅

ଶ
ቁ = 0    

𝑉(0ି) = 0   ;   𝑁(0ି) = 0   ;    𝑀(0ି) = 0   ;    𝑉 ቀ
ଷ௅శ

ଶ
ቁ = 0   ;   𝑁 ቀ

ଷ௅శ

ଶ
ቁ = 0   

Deze benadering voor de krachtenvergelijkingen geeŌ de volgende waarden voor de onbekenden:  

𝐶௡ = 0, 𝐶௏ = 0,  𝐶ெ = 0, 𝐶ఝ = 0, 𝐶௪ = 0, 𝐴௛ = 0.234,  𝐴௏ = 11.054,      𝐵௏ = 8.920 ,    𝑀஺ = 15.972,     

Verder is 𝑉1 = 𝑉2 = 0.96565 en 𝑁1 = 𝑁2 =  −0.482825.  

Zoals we zien, bieden deze waarden geen evenwicht situaƟe voor de construcƟe maar dat is te 
verwachten omdat de correcƟekrachten nog niet aan de krachtenvergelijkingen zijn  toegevoegd. 

Stap 3: we voegen de correcƟekrachten toe aan de krachtenvergelijkingen (IteraƟe 1). 

 𝑞௭ଵ(𝑥) = −𝐴௏ ∙ 〈𝑥 − 0〉ିଵ +  𝐹 ∙ 〈𝑥 −
௅

ଶ
〉ିଵ +  𝑀஺ ∙ 〈𝑥 − 0〉ିଶ +  𝑉1 ∙ cos(𝜃) − 𝑁1 ∙ sin (𝜃)    

𝑞௫ଵ(𝑥) = 𝐴௛ ∙ 〈𝑥 − 0〉ିଵ +  𝑉1 ∙ sin(𝜃) + 𝑁1 ∙ cos(𝜃)  

𝑞௭ଶ(𝑥) = −𝐵௏ ∙ 〈𝑥 −
ଷ௅

ଶ
〉ିଵ +  𝐹 ∙ 〈𝑥 −

ହ௅

ସ
〉ିଵ +  𝑁2 ∙ sin(𝛼) − 𝑉2 ∙ cos(𝛼)  

𝑞௫ଶ(𝑥) = 0 − 𝑉2 ∙ sin(𝛼) − 𝑁2 ∙ cos(𝛼)  

Waarbij  𝑉1 = 𝑉2 = 0.96565 en 𝑁1 = 𝑁2 =  −0.482825.  

Stap 4: nu gaan we opnieuw vergelijking 11 vier keer integreren en vergelijking 12 één keer met behulp van de 
zelfde randvoorwaarden, krijgen we de volgende waarden voor de onbekenden: 

𝐶௡ = 0, 𝐶௏ = 0,  𝐶ெ = 0, 𝐶ఝ = 0, 𝐶௪ = 0, 𝐴௛ = 0.175,  𝐴௏ = 10.987,      𝐵௏ = 8.989 ,    𝑀஺ = 15.936    

En 𝑉1 = 0.94680,     𝑉2 = 0.904202, 𝑁1 = −0.281692,   𝑁2 =  −0.45210.  

Stap 5: Nu moeten de nieuwe 𝑉1, 𝑉2, 𝑁1 𝑒𝑛  𝑁2 worden gebruikt in de krachtenvergelijkingen. 

Dit methode is 5 keer herhaald in de python file. Na de vijfde iteraƟe zijn de waarden van de onbekenden als 
volgt:  

𝐶௡ = 0, 𝐶௏ = 0,  𝐶ெ = 0, 𝐶ఝ = 0, 𝐶௪ = 0, 𝐴௛ = 0.0005,  𝐴௏ = 10.99,      𝐵௏ = 8.99 ,    𝑀஺ = 15.95   

Na de vijfde iteraƟe kunnen we de resultaten worden gevisualiseerd met behulp van python. 
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Figuur 51: De interne krachten en de vervormingen lijnen van construcƟe. 

Het is niet zeker of deze methode alƟjd naar de goede krachten itereert. 

Een andere methode die gebruikt kan worden is om de knik in de construcƟe te vermijden door zowel 
een onbekend horizontale kracht als een onbekend verƟcale kracht toe te voegen op de locaƟe waar 
de knik plaatsvindt. Daarmee kunnen we de construcƟe voorstellen als een doorgaande ligger die een 
hoek θ met de horizontale as maakt. De twee onbekende krachten kunnen daarna opgelost worden 
door de juiste aansluitvoorwaarden (Wulp, 2023).  
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Figuur 52: V-lijn voor de construcƟe zowel in MatrixFrame als Python met toepassing van Macaulay’s methode. 
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Figuur 53: N-lijn voor de construcƟe zowel in MatrixFrame als Python met toepassing van Macaulay’s methode. 

         

 

Figuur 54: M-lijn voor de construcƟe zowel in MatrixFrame als Python met toepassing van Macaulay’s methode. 
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Figuur 55 w-lijn voor de construcƟe zowel in MatrixFrame als Python met toepassing van Macaulay’s methode. 

 


