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Samenvatting

Het plankprobleem gaat over het overdekken van convexe vormen met hyper-
vlakken. De gegeven stellingen en bewijzen in het artikel “The plank problem
for symmetric bodies” van Keith Ball zijn lastig te begrijpen voor bacholor
wiskunde studenten. In dit verslag wordt verduidelijking gegeven van dit arti-
kel zodat deze begrijpelijk en toegankelijk wordt voor anderen. Hierbij speelt
de trace-class een belangrijke rol en komt er veel lineaire algebra over symme-
trische matrices voorbij.
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1 Inleiding

De Pools-Amerikaanse wiskundige Alfred Tarski heeft in de jaren 30 van de
vorige eeuw onderzoek gedaan naar wat later het plankprobleem is geworden.
Het idee is als volgt: Je kan planken maken in Rd. Dit doe je door de ruimte
te bekijken tussen parallelle hypervlakken. In R2 is dit relatief eenvoudig voor
te stellen. De hypervlakken zijn dan enkel lijnen door het platte vlak. De
ruimte er tussen wordt dan een oneindig lange strook in het platte vlak.

x

y

Figuur 1: Plank in R2

Met deze planken kun je vervolgens vormen bedekken. Tarski stelde de
vraag of, als je een vorm bedekt met planken, de som van de breedtes van
deze planken ten minste de minimale breedte van de vorm moet zijn.

Stelling (Tarski’s plankprobleem [5]). Als een rij planken een convexe
vorm C ∈ Rd overdekt dan is de totale breedte van de planken minimaal w(C).
Waarbij w(C) de minimale w is van een plank met breedte w welke C overdekt.

Intüıtief lijkt dit logisch. Toch wist Tarski zijn stelling enkel voor de een-
heidsschijf in R2 te bewijzen. In zijn paper getiteld: Plank theorems, gebruikt
Tarski een bewijs welke gebaseerd is op feiten ontdekt door Archimedes twee
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millennia geleden.

Het heeft tot de jaren 50 van de vorige eeuw geduurd om het algemene
geval op te lossen. Dit werd gedaan door Thøger Bang in 1951 [2]. Naast het
bewijzen van de stelling van Tarski, heeft Bang een nieuwe vraag gesteld, een
sterkere versie van Tarski’s plankprobleem. In deze sterkere versie, die bekend
staat als het “Relatieve plankprobleem” worden de breedtes van de planken
gemeten ten opzichte van de breedte van de convexe vorm in de richting van
de plank. Dus elke breedte van de plank wordt gemeten relatief ten opzichte
van de breedte van de vorm. Dit vermoeden is nog steeds open. Een voorbeeld
kan worden gevonden in Hoofdstuk 11. Bang heeft in zijn paper wel een bewijs
gegeven voor het geval er slechts twee planken zijn.

In 1991 heeft Keith Ball een bewijs gegeven voor een variant van het rela-
tieve plankprobleem. Namelijk het relatieve plankprobleem voor symmetrische
vormen. Dit deed hij in het artikel “The plank problem for symmetric bodies”
[1].

In dit verslag bekijken we dit artikel van Ball uit 1991 uitgebreid. Het
doel is de details van de bewijzen gepresenteerd in het artikel uit te zoeken
en toegankelijker te maken anderen. Dit zal worden gedaan door alles op te
bouwen uit definities en stellingen die behandeld zijn in de bacholor technische
wiskunde van de TU Delft. Tevens zullen er voorbeelden en afbeeldingen
worden gebruikt hiervoor.
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2 Ball’s probleemstelling

We beginnen met het introduceren van enkele definities en een lemma.

Definitie 1. Een deelverzameling D van een reële vectorruimte is convex
indien ieder lijnstuk waarvan de eindpunten tot D behoren, in zijn geheel
binnen D ligt:

∀x, y ∈ D,∀t ∈ [0, 1] : x+ t(y − x) ∈ D

Grafisch kan dit als volgt worden gezien:

x

y

Figuur 2: Convexe vorm

x

y

Figuur 3: Niet-convexe vorm

Deze zelfde definitie werkt uiteraard ook in hogere dimensies.

Definitie 2. De minimale breedte van een verzameling D van een reële
of complexe genormeerde vectorruimte is de minimale afstand tussen twee
parallelle lijnen waartussen de verzameling D ligt.

Het idee van de stelling is nu als volgt: als een convexe vorm met minimale
breedte w, volledig bedekt is door planken, dan is de som van de breedtes van
die planken tenminste w. In dit verslag gaan we het bewijs geven voor een
specifieke variant van de stelling. Hier boven hebben we ons beperkt tot con-
vexe vormen, nu gaan we ons nog verder beperken. Namelijk tot symmetrische
vormen.
Verder maken we gebruik van genormeerde ruimtes, Banachruimtes en functi-
onalen.

Definitie 3. Een genormeerde ruimte is een paar (X, || · ||) waarbij X een
vectorruimte is en || · || een norm op X.

Definitie 4. Een Banachruimte is een volledige genormeerde vectorruimte.

Waarbij volledig betekent dat Cauchy-rijen van vectoren altijd convergeren
naar limieten in deze ruimte.

Definitie 5. Een functionaal is een lineaire afbeelding van een ruimteX naar
de reële getallen. Lineair betekent dat geldt: ϕ(αx+ βy) = αϕ(x) + βϕ(y).

5



Vaak is X hierbij een ruimte van functies.

Voorbeeld 6. De Riemann integraal is een lineare functionaal waarbij de
vectorruimte de Rieman integreerbare functies zijn.

f 7−→
∫ b

a
f(t)dt

Lemma 7. X = Rd, en kies y ∈ Rd vast. Definieer nu ϕy : Rd −→ R
door ϕy(x) = 〈x, y〉. Laat nu ϕ : Rn −→ R een functionaal zijn. Definieer
yi = ϕ(ei) en y = (y1, ..., yn). Dan geldt:

ϕ = ϕy.

Bewijs van lemma 7. Bekijk x =
∑n

i=1 αiei. Merk op:

ϕ(x) =

n∑
i=1

αiϕ(ei) =

n∑
i=1

αiyi

〈x, y〉 =

n∑
i=1

αi〈ei, y〉 =

n∑
i=1

αiyi.

En we zien dat ϕ(x) = 〈x, y〉. Dus concluderen we ϕ = ϕy. Er geldt dat elke
lineaire functionaal ϕ : X −→ R de vorm heeft 〈x, y〉 met y ∈ X.

Definitie 8. Stel dat X een genormeerde ruimte is. Dan heeft een plank in
deze ruimte de volgende vorm:

{x ∈ X : |φ(x)−m| ≤ w}

waarbij φ 6= 0 een functionaal is, m ∈ R en w ∈ R ≥ 0∀i. Als φ een functionaal
is met norm 1, dan is w de helft van de breedte van de plank.

In het R2 vlak ziet dit er als volgt uit:
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x

y

w

w

m

Figuur 4: Plank in R2

Voorbeeld 9. Definieer Hi = {x ∈ X : φi(x) = mi}. Omdat we mi zo kunnen
kiezen als we willen kunnen we zonder verlies van algemeenheid aannemen dat
||φi|| = 1. Neem x0 ∈ X : φi(x0) 6= 0. Definieer nu t = mi

φi(x0)
en y0 = t · x0.

Dan φi(y0) = tφi(x0) = mi. Bekijk nu

Hi − y0 = {x− y0 ∈ X : φi(x) = mi}
= {z ∈ X : φi(y0 + z) = mi}
= {z ∈ X : φi(y0) + φi(z) = mi}
= {z ∈ X : mi + φi(z) = mi}
= {z ∈ X : φi(z) = 0},

waarbij z = x− y0. Merk op dat Hi− y0 dus een lineaire deelruimte is van X.
Hi is dus een verschoven lineaire deelruimte. We zagen in Voorbeeld 7 dat er
een vi ∈ X bestaat zodat φi(z) = 〈vi, z〉. Nu is Hi − y0 te herschrijven naar

Hi − y0 = {z ∈ X : 〈vi, z〉 = 0}

We krijgen dan de volgende stelling
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Stelling 10 (Ball [1]). Laat D1(0) de gesloten eenheidsbol van de Bana-
chruimte X zijn, waarbij X eindig dimensionaal. Laat p1, ..., pn zo dat:

pi = {x ∈ X : |φi(x)−mi| ≤ wi}

een verzameling planken zijn. En elke φi heeft norm 1. Dan geldt als D1(0) ⊂⋃n
i=1 pi dan

∑n
i=1wi ≥ 1.

Dit is in R2 wederom intüıtief relatief duidelijk. Zie ook onderstaande
afbeelding.

x

y

Figuur 5: Eenheidscirkel in R2

Om bovenstaande cirkel te bedekken met planken zal de totale som van de
breedtes van de planken intüıtief minimaal gelijk moeten zijn aan de diameter
van de cirkel. Ofwel de som van de half-breedtes moeten minimaal gelijk zijn
aan de straal van de cirkel, welke 1 is.

Lemma 11. Stelling 10 heeft de volgende drie equivalenties die direct duidelijk
zijn: Laat D1(0) de gesloten einheidsbol van de Banachruimte X zijn, waarbij
X eindig dimensionaal. Laat p1, ..., pn zodat:

pi = {x ∈ X : |φi(x)−mi| ≤ wi}

een verzameling planken zijn. En elke φi heeft norm 1. Dan

1. Ofwel als
∑n

i=1wi < 1 dan geldt D1 (0) 6⊂
⋃n
i=1 pi

2. Ofwel als
∑n

i=1wi < 1 dan geldt D1 (0) ∩
⋂n
i=1 (pci ) 6= ∅

3. Ofwel als
∑n

i=1wi < 1 dan ∃ ‖x‖ ≤ 1 zodat ∀i : |φi(x)−mi| > wi

We laten nu zien dat Stelling 10 ook geldt als de wi gelijk zijn.
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3 Gelijke planken

We gaan laten zien dat we in Stelling 10 kunnen aannemen dat alle wi gelijk
zijn. Hiervoor beginnen we met het bewijzen van twee lemma’s.

Lemma 12. Voor t,m ∈ R en p ∈ Z≥0 en q ∈ Z>0 geldt:

|t−m| > p

q
⇐⇒

|t−mk| >
1

2q
∀k = −(p− 1), ...,−1, 0, 1, ..., p

waarbij mk = m+ k
q −

1
2 .

Bewijs van lemma 12. Z.v.v.a kunnen we aannemen dat q = 1, we kunnen
immers alles met q vermenigvuldigen. We zien

|t−m| > p

⇐⇒∣∣∣∣t−m− k +
1

2

∣∣∣∣ > 1

2
∀k ∈ Ip

waarbij Ip = {−(p − 1), ...,−1, 0, 1, ..., p}. Z.v.v.a kunnen we nemen m = 0,
we zien

|t| > p⇐⇒
∣∣∣∣t− k +

1

2

∣∣∣∣ > 1

2
∀k ∈ Ip (3.1)

Dit is equivalent aan

|t| ≤ p⇐⇒ ∃k ∈ Ip :

∣∣∣∣t− k +
1

2

∣∣∣∣ ≤ 1

2
. (3.2)

Als we nu kiezen k = dte ∈ Ip. Dan zien we

−1 ≤ t− dte ≤ 0

−1

2
≤ t− dte+

1

2
≤ 1

2
en dus ∣∣∣∣t− k +

1

2

∣∣∣∣ ≤ 1

2

Om de andere kant op te bewijzen gebruiken we (3.1), als |t| > p dan

t− k > 0 of t− k < −1

wat equivalent is met

t− k +
1

2
>

1

2
of t− k +

1

2
< −1

2

en zien we ∣∣∣∣t− k +
1

2

∣∣∣∣ > 1

2
∀k.

Waarmee we beide richtingen hebben aangetoond.
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Lemma 13. Als stelling 10 geldt met wi ∈ Q, dan geldt stelling 10 ook met
wi ∈ R.

Bewijs van lemma 13. We gebruiken dat stelling 10 equivalent is aan (3) uit
lemma 11.
Stel

∑n
i=1wi < 1, met wi ∈ [0,∞) dan t.b. ∃ ‖x‖ ≤ 1 zodat ∀i:

|φi(x)−mi| > wi.

Aldus, kies w̃i ∈ [0,∞)
⋂

Q zodat w̃i > wi maar zodat
∑n

i=1 w̃i < 1. Dan
passen we stelling 10 toe op w̃i en zien: ∃ ‖x‖ ≤ 1:

|φi(x)−mi| > w̃i > wi ∀i.

Lemma 14. Als stelling 10 geldt met alle wi gelijk, dan geldt stelling 10.

Bewijs van lemma 14. We gebruiken wederom dat stelling 10 equivalent is aan
(3) uit lemma 11.
Z.v.v.a kunnen we wegens lemma 13 aannemen dat wi = pi

qi
waarbij pi ∈ Z≥0

en qi ∈ Z>0. Definieer nu

q = q1 · q2 · · · qn ∈ Z>0

en
q̃i =

q

qi
∈ Z>0.

We zien:

|φi(x)−mi| >
pi
qi

=
pi · q̃i
q

.

Toepassen van lemma 12 geeft:

|φi(x)−mi| >
pi · q̃i
q

∀i

⇐⇒

|φi(x)−mi,k| >
1

2q
∀i, k

met mi,k = mi + k
q −

1
2 , i ∈ {1, ..., n}, k ∈ {−(pi − 1), ...,−1, 0, 1, ..., pi}. We

zien dat we dus wi = 1
2q kunnen nemen.

We introduceren nu de volgende stelling en laten vervolgens zien dat stel-
ling 10 uit deze stelling volgt.

Stelling 15. Als (φi)
n
1 eenheidsfunctionalen op een eindig dimensionale genor-

meerde ruimte X zijn, (mi)
n
1 zijn reële getallen en w ∈ R zo dat

∑n
i=1w = 1

dan is er een punt x in de gesloten eenheidsbol van X zodat:

|φi(x)−mi| ≥ w voor elke i
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Lemma 16. Stelling 10 volgt uit stelling 15.

Bewijs van Lemma 16. We gebruiken dat Stelling 10 equivalent is aan (3) uit
Lemma 11. We zagen in Lemma 14 dat het voldoende is 10 aan te tonen
waarbij alle wi gelijk zijn. Aldus
t.b. Stelling 15 =⇒ (3) met wi = w.
Aldus, laat

∑n
i=1w < 1, definieer w̃ = w∑n

i=1 w
. Dan:

n∑
i=1

w̃ = 1.

Dus ∃ ‖x‖ ≤ 1 zodat:

∀i : |φi(x)−mi| ≥ w̃ > w.

Het bewijzen van Stelling 15 is niet triviaal. We hebben hiervoor ver-
schillende tussenresultaten nodig en zullen de stelling uiteindelijk nogmaals
omschrijven naar een andere vorm, voordat we deze bewijzen. Eerst staan we
echter stil bij een gevolg van Stelling 15.
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4 Opvallend gevolg

We bekijken een gevolg van Stelling 15. Hiervoor hebben we het volgende
begrip nodig:

Definitie 17. Een vorm is symmetrisch rond y als ∀x ∈ X geldt:

x+ y ∈ C ⇐⇒ −x+ y ∈ C.

We noemen een vorm symmetrisch als ∃y : C is symmetrisch rond y.

Dat brengt ons bij het gevolg van stelling 15:

Gevolg 18. Laat n ∈ N en C ⊂ X waarbij X eindig dimensionaal en zodat C
een gesloten convexe symmetrische vorm is in Rd en (Hi)

n
1 zijn hypervlakken,

dan is er een verzameling van de vorm

x+
1

n+ 1
C ⊂ C

zodat

inw (x+
1

n+ 1
C) ∩Hi = ∅ ∀i.

Bij de R2 variant van de stelling is het idee dat als je een specifieke vorm
hebt die wordt doorsneden door een n aantal rechte lijnen in het vlak en je
deze vorm n + 1 keer verkleint, dat je dan deze verkleining kan leggen in je
oorspronkelijke vorm zonder dat deze snijdt met een rechte lijn. Grafisch ziet
dat er als volgt uit:

x

y

Figuur 6: Vorm met 2 rechte
lijnen er door.

x

y

Figuur 7: Vorm met 3 maal ei-
gen verkleining er in

Voorbeeld 19. We laten zien dat het noodzakelijk is om het inwendige te
nemen. Als men immers voor een C, n hypervlakken kiest loodrecht staand
op de minimale breedte van C. Dan wordt C opgesplitst in n+ 1 stroken. Als
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men vervolgens C n+1 maal verkleint dan is er geen plek om deze verkleining
neer te leggen zonder dat deze minimaal 1 raakpunt met een Hi heeft.

x

y

H3

H1

H2

Figuur 8: Symmetrische vorm
met n = 3 hypervlakken lood-
recht op minimale breedte.

x

y

H3

H1

H2

s1

s2

Figuur 9: Symmetrische vorm
met n + 1 = 4 maal eigen ver-
kleining er in.

In bovenstaand voorbeeld voor n = 3 zijn er twee raakpunten, s1 en s2.
Door inw(x+ 1

n+1C) te nemen is er geen raakpunt meer in s1 en s2.

Voordat we Gevolg 18 bewijzen bekijken hebben we eerst nog een aantal
lemma’s en definities nodig die we zullen gebruiken in het bewijs van Gevolg
18.

Lemma 20. Laat C ⊂ X een begrensde convexe verzameling zijn symmetrisch
rond 0 zodanig dat ∃ε > 0 ∈ R : Bε(0) ⊂ C. (Om de oorsprong is aan elke
kant een beetje C). Dan geldt

p(x) = inf{t > 0 :
x

t
∈ C}

is een norm.

Bovenstaande norm wordt de Minkowski-norm genoemd.
Intüıtief kan p(x) als volgt worden gezien:
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x

y

ε

x′

x

Figuur 10: x wordt verkleint en komt binnen C te liggen.

x wordt verkleint met factor t waardoor x′ = x
t binnen C komt te liggen.

Bewijs van lemma 20. Merk op dat p(x) ≥ 0,∀x ∈ X. Immers omdat C
begrensd is geldt dat

∀t ∈ {t > 0 :
x

t
∈ C} : t ≥ 0

en moet ook het infimum ook ≥ 0 zijn. Merk op dat voor t′ =
∥∥∥( x

1
2
ε

)∥∥∥ geldt:∥∥∥∥∥∥∥
x∥∥∥( x
1
2
ε

)∥∥∥
∥∥∥∥∥∥∥ =

1

2
ε < ε en Bε(0) ⊂ C

dus
x(
x
1
2
ε

) ∈ C.

Bovendien t′ =
∥∥∥( x

1
2
ε

)∥∥∥ < ∞ en t ≤ t′ omdat het infimum wordt genomen,

dus t ≤ ∞ en dus p(x) <∞.
Nu laten we zien dat p(x) = 0 =⇒ x = 0. Stel dat p(x) = 0 dan is er een rij
getallen a1 ≥ a2 ≥ ... afnemend naar 0 zodat x

aj
∈ C. Dus, omdat C begrensd

is, zeg C ⊂ {x ∈ X : ||x|| ≤ k}, impliceert de ongelijkheid || xaj || ≤ k dat

||x|| ≤ αjk voor j = 1, 2, ... en dus x = 0.
Vervolgens tonen we aan p(α · x) = α · p(x) voor α ≥ 0 en x ∈ X.
Stel dat α > 0 en p(x) = a. Dan is er een rij getallen t1, t2, ... zodat tj > 0,

x

tj
∈ C en lim

j−→∞
tj = a
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Dan geldt omdat
α · x
α · tj

∈ C en lim
j−→∞

α · tj = α · a

p(α · x) ≤ α · p(x)

Op gelijke manier vinden we voor de omgekeerde ongelijkheid dat:

α · p(x) = α · p(α−1α · x) ≤ αα−1p(α · x) = p(α · x)

Hiermee is het bewezen voor α > 0, echter geldt het ook voor α = 0 want dan
immers p(0) = 0.
Tenslotte laten we de driehoeksongelijkheid zien. Laat ε > 0. Kies x, y ∈ X
en dan zijn er α > 0 en β > 0 zodat x

α ∈ C en y
β ∈ C en

α < p(x) +
ε

2
en β < p(y) +

ε

2
.

Dan:

x+ y

α+ β
=

x

α+ β
+

y

α+ β

=
x

α+ β
· α
α

+
y

α+ β
· β
β

=
α

α+ β
· x
α

+
β

α+ β
· y
β

.

Merk op dat:
α

α+ β
+

β

α+ β
=
α+ β

α+ β
= 1.

Dus volgt uit de definitie van convexiteit van C dat:

x+ y

α+ β
=

α

α+ β
· x
α

+
β

α+ β
· y
β
∈ C.

En geldt dat:
p(x+ y) ≤ α+ β < p(x) + p(y) + ε.

Omdat ε willekeurig was vinden we:

p(x+ y) ≤ p(x) + p(y).

Waarmee we hebben aangetoond dat p(x) een norm is.

Definitie 21. We definiëren de open eenheidsbol Bp
1(0) en de gesloten

eenheidsbol Dp
1(0) als volgt:

Bp
1(0) := {x ∈ X : p(x) < 1}

Dp
1(0) := {x ∈ X : p(x) ≤ 1}.

Waarbij p(x) zoals beschreven in lemma 20.
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Lemma 22. Laat C zijn zoals in lemma 20. Dan geldt:

Bp
1(0) = Dp

1(0) (4.1)

Bp
1(0) = inw C. (4.2)

Dp
1(0) = C (4.3)

Dit betekent dat indien C open is, (X, p) als eenheidsbol C heeft.

Bewijs van lemma 22. We laten eerst (4.1) zien. Kies w ∈ Bp
1(0) en laat (xn)

een rijtje zijn in Bp
1(0) dat convergeert naar w. Dan geldt p(xn) < 1 voor alle

n, wegens de continuiteit van de norm geeft dat:

lim
n−→∞

p(xn) = p( lim
n−→∞

xn) = p(w) ≤ 1.

Dus zien we w ∈ Dp
1(0), en volgt Bp

1(0) ⊂ Dp
1(0).

Kies w ∈ Dp
1(0). Als p(w) = 1 dan yn = (1 − 1

n)w ∈ Bp
1(0) voor alle n en

ook yn −→ w. Daarom is w ∈ Bp
1(0) en dus ook Dp

1(0) ⊂ Bp
1(0), waarmee we

hebben laten zien dat Bp
1(0) = Dp

1(0).

We laten nu (4.2) zien. Kies x ∈ Bp
1(0). Dan geldt inf{t > 0 : xt ∈ C} < 1.

Er is dus een t ∈ (0, 1) zodat x
t ∈ C. Omdat C convex is geldt dan:

t · x
t

+ (1− t) · 0 ∈ C

t · x
t
∈ C

x ∈ C.

Dus
Bp

1(0) ⊂ C, (4.4)

en omdat Bp
1(0) open is vinden we Bp

1(0) ⊂ inw C.
Kies nu x ∈ inw C en kies ε > 0 : Bε(x) ⊂ C. Dan

x+
ε

2
· x ∈ Bε(x) ⊂ C(

1 +
ε

2

)
x ∈ C.

(4.5)

Kies nu t = 1
1+ ε

2
. Dan geldt dat t ∈ (0, 1) en uit (4.5) volgt

x

t
=

x
1

1+ ε
2

= x ·
1 + ε

2

1
= x

(
1 +

ε

2

)
∈ C.

Waarmee we zien dat x ∈ Bp
1(0). We concluderen Bp

1(0) = inw C

We laten nu (4.3) zien. Vanwege (4.4) weten we dat ook Bp
1(0) ⊂ C. En

zien we:
Dp

1(0) = Bp
1(0) ⊂ C.
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Verder zagen we dat inw C ⊂ Bp
1(0). Dus ook inw C ⊂ Bp

1(0) = Dp
1(0). En

volgt:
C ⊂ Dp

1(0)

We concluderen Dp
1(0) = C.

En dus zien we ook dat als C open is dan heeft (X, p) als eenheidsbol C.

We bekijken nu nog één definitie en één resultaat nodig om Gevolg 18 te
kunnen aantonen. Daarnaast doen we ook nog enkele observaties.

Definitie 23.
X∗ := {φ : X −→ R : φ is lineair}

Lemma 24. Laat φ ∈ X∗. Dan is

||φ|| def= sup
||x||≤1

|φ(x)|

een goed gedefinieerde norm.

Bewijs van lemma 24. We laten eerst zien dat ||φ|| ≥ 0 en dat ||φ|| = 0 =⇒
x = 0. Het is triviaal dat ||φ|| ≥ 0 vanwege de absolute waarde. Verder

||φ|| = 0 =⇒ sup
||x||≤1

|φ(x)| = 0 =⇒ 0 ≤ φ(x) ≤ 0 =⇒ φ(x) = 0∀x.

We laten nu zien dat ||αφ|| = |α| · ||x|| ∀α ∈ R. Aldus:

||αφ|| = sup
||x||≤1

|αφ(x)| = sup
||x||≤1

|α||φ(x)| = |α| sup
||x||≤1

|φ(x)| = |α| · ||φ||.

Tenslotte laten we zien dat ||φ1 + φ2|| ≤ ||φ1||+ ||φ2|| ∀φi ∈ X∗. Aldus:

|φ1(x) + φ2(x)| ≤ |φ1(x)|+ |φ2(x)|
≤ ||φ1||+ ||φ2||

Dus

||φ1(x) + φ2(x)|| ≤ ||φ1||+ ||φ2||.

Dan zijn we nu aangekomen bij het bewijs van Gevolg 18.

Bewijs van Gevolg 18. Laat X een eindig dimensionale vectorruimte zijn over
R. Laat {x1, ..., xn} een basis zijn voor X. Dan geldt x =

∑n
i=1 αixi met

(α1, ..., αn) ∈ Rn. We gebruiken voor φi de norm zoals gedefinieerd is in
lemma 24.
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We gebruiken nu Stelling 15. Waarbij we de wi gelijk kiezen vanwege
lemma 14. We kiezen wi = 1

n . En passen de stelling toe op een willekeurige
m̃i, ∃x̃ : ||x̃|| ≤ 1.

|φi(x̃)− m̃i| ≥
1

n
.

| n

n+ 1
φi(x̃)− n

n+ 1
m̃i| ≥

1

n+ 1

|φi(
n

n+ 1
x̃)− n

n+ 1
m̃i| ≥

1

n+ 1
.

Benoem nu x = n
n+1 x̃ en ook m̃i = n

n+1mi. Dan volgt

|φi(x)−mi| ≥
1

n+ 1
.

C is de eenheidsbol van (X, p) (Lemma 22), dus aangezien ||x̃|| ≤ 1 en C ge-
sloten geldt x̃ ∈ C en zien we ook dat x = n

n+1 x̃ ∈
n
n+1C.

We laten nu zien dat x+ 1
n+1C ⊂ C. Merk op dat x+ 1

n+1C = {x+ 1
n+1y :

y ∈ C}. Kies nu y ∈ C willekeurig. Dan moeten we aantonen dat: x+ y
n+1 ∈ C.

x+
y

n+ 1
=

n

n+ 1
x̃+

1

n+ 1
y.

Omdat C convex is weten we dat ∀x1, ...xn ∈ C,∀λ1, ..., λn ∈ [0, 1] :
∑n

i=1 λi =
1 geldt dat

n∑
i=1

λixi ∈ C.

Dit volgt uit het toepassen van inductie op de definitie van convex. Merk op
dat n

n+1 + 1
n+1 = 1 en x̃, y ∈ C dus volgt x+ y

n+1 ∈ C.

Als y ∈ inw
(
x+ 1

n+1C
)

, dan (y−x) ∈ 1
n+1 inw C. Dus volgt dat ||y−x|| <

1
n+1 . Er geldt:

|φi(y)− φi(x)| = |φi(x− y)|

≤||φi|| · ||y − x|| <
1

n+ 1
.

Dit geeft ons

|(φi(y)−mi)− (φi(x)−mi)| <
1

n+ 1
. (4.6)

We laten nu zien dat φ(y)−mi hetzelfde teken heeft als φi(x)−mi. We weten
dat |φ(x)−mi| ≥ 1

n+1 . We onderscheiden de volgende twee gevallen.

Geval 1: φ(x)−mi >
1

n+1
Om (4.6) te laten kloppen moet wel φ(y)−mi ≥ 0
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Geval 2: φ(x)−mi < − 1
n+1

Om (4.6) te laten kloppen moet nu wel φ(y)−mi ≤ 0
En zien we dus dat φ(y)−mi hetzelfde teken heeft als φi(x)−mi. We kunnen
concluderen dat als x aan een bepaalde kant van Hi zit dan zit x+ 1

n+1C aan
diezelfde kant van Hi. Ofwel

inw (x+
1

n+ 1
C) ∩Hi = ∅ ∀i.

x

y
Hi

< mi

> mi

Figuur 11: Ligging van x en x+ 1
n+1C is aan dezelfde kant van Hi
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5 Ball’s formulering voor symmetrische matrices

Om stelling 15 uiteindelijk te kunnen bewijzen is het handig om over te gaan
naar een matrixvariant van deze stelling.
Deze variant is stelling 25. We zullen laten zien dat stelling 15 en stelling 25
equivalent zijn.

Stelling 25. Laat A = (aij) een n× n matrix zijn met aii = 1∀i. Laat (mi)
n
1

een rij zijn van reële getallen en w ∈ R met w ≥ 0 zodat
∑n

i=1w ≤ 1. Dan is
er een rij (λj)

n
1 met

n∑
j=1

|λj | ≤ 1

zodat voor elke i, ∣∣∣∣∣∣
n∑
j=1

aijλj −mi

∣∣∣∣∣∣ ≥ w. (5.1)

Lemma 26. stelling 15 en stelling 25 zijn equivalent.

Bewijs van Lemma 26. We laten eerst zien dat stelling 15 volgt uit stelling
25. Laat (φi)

n
1 een rij functionalen zijn met norm 1 op X en

∑n
i=1w = 1.

Construeer de matrix A = (aij) door:

aij = φi(xj), 1 ≤ i, j ≤ n

waar voor elke j, xj een punt is in de eenheidsbol van X zodat φj zijn norm
van 1 aanneemt:

φj(xj) = ||xj || = 1.

Merk op dat een dusdanig punt xj bestaat wegens het feit dat BX compact
is dus φj neemt zijn maximum van 1 aan op BX wegens de extremumstelling
(Extreme value theorem). Als (λj)

n
1 een rij reële getallen is met

n∑
j=1

|λi| ≤ 1

dan heeft de vector x =
∑n

j=1 λjxj ten hoogste norm 1, en geldt er voor elke
i,

φi(x) =
∑
j

aijλj

Dus (5.1) geeft:
|φi(x)−mi| ≥ w

Waarmee we hebben laten zien dat stelling 15 volgt uit stelling 25.
We laten nu zien dat stelling 25 volgt uit stelling 15.
Stel stelling 25 klopt met

n∑
i=1

w = 1
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We laten zien dat dan stelling 25 ook klopt met
∑n

i=1w ≤ 1.
Aldus neem w zodat

∑n
i=1w ≤ 1 , definieer

w̃ =
w∑n
j=1w

(
n∑
i=1

w 6= 0

)
.

Dan
∑n

j=1 w̃ = 1. Dus volgt ∃λ̃j :
∑n

i=1

∣∣∣λ̃j∣∣∣ ≤ 1 en ∀i∣∣∣∣∣∣
n∑
j=1

aij λ̃j −
mi∑n
j=1w

∣∣∣∣∣∣ ≥ w̃.

Definieer λj = λ̃j ·
∑n

j=1w, dan geldt λj ≤ 1. En zien we:∣∣∣∣∣∣
n∑
j=1

aijλj −mi

∣∣∣∣∣∣ ≥ w.

We hoeven nu dus nog enkel te laten zien dat stelling 25 volgt uit stelling
15 waarbij we mogen uitgaan van

∑n
i=1w = 1. Aldus, laat ϕi : l1n −→ R,

ϕi(x) =
∑n

j=1 aijxj . Dan ‖ϕi‖ ≥ 1. Definieer φi = ϕi
‖ϕi‖ . Dan ‖φi‖ = 1. Uit

stelling 15 volgt ∃λ ∈ l1n:∣∣∣∣φi(λ)− mi

‖ϕi‖

∣∣∣∣ ≥ w en ‖λ‖ ≤ 1.

Waarna volgt:∣∣∣∣∣∣
n∑
j=1

aijλj −mi

∣∣∣∣∣∣ = |ϕi(λ)−mi|

=

∣∣∣∣φi(λ)− mi

‖ϕi‖

∣∣∣∣ ‖ϕi‖ ≥ w ‖ϕi‖ ≥ w.

We concluderen dat stelling 25 volgt uit stelling 15.

Het bewijzen van stelling 25 (en daarmee ook 15) is nu nog steeds lastig.
Daarom beginnen we met het bewijzen van nog een variant. Ditmaal een
variant van stelling 25 maar dan met symmetrische matrices.

Stelling 27. Laat H = (hij) een symmetrische n × n matrix zijn met de
waarden op de diagonaal gelijk aan 1. Zij (µi)

n
1 een rij van reële getallen en

(θi)
n
1 een rij van positieve getallen. Dan is er een rij van tekens (εj)

n
1 met

εj = ±1∀j zodat voor elke i:

|
∑
j

hijεjθj − µi| ≥ θi.
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Bewijs. Kies de tekens (εj)
n
1 zodanig dat

n∑
i=1

n∑
j=1

hijεiεjθiθj − 2

n∑
i=1

εiθiµi

maximaal is. Kies een k ∈ N : 1 ≤ k ≤ n vast en definieer (δ)n1 door

δj =

{
εj als j 6= k
−εj als j = k

Dan geldt omdat (εj)
n
1 zo waren gekozen dat

∑n
i=1

∑n
j=1 hijεiεjθiθj−2

∑n
i=1 εiθiµi

maximaal is dat:

n∑
i=1

n∑
j=1

hijδiδjθiθj − 2

n∑
i=1

δiθiµi ≤
n∑
i=1

n∑
j=1

hijεiεjθiθj − 2

n∑
i=1

εiθiµi.

Waarna volgt:

0 ≤
n∑
i=1

n∑
j=1

hijεiεjθiθj − 2
n∑
i=1

εiθiµi − (
n∑
i=1

n∑
j=1

hijδiδjθiθj − 2
n∑
i=1

δiθiµi).

Uitwerken geeft:

0 ≤
n∑
i=1

n∑
j=1

hijεiεjθiθj − 2
n∑
i=1

εiθiµi −
n∑
i=1

n∑
j=1

hijδiδjθiθj + 2
n∑
i=1

δiθiµi.

Herpositioneren geeft:

0 ≤
n∑
i=1

n∑
j=1

hijεiεjθiθj −
n∑
i=1

n∑
j=1

hijδiδjθiθj + 2

n∑
i=1

δiθiµi − 2

n∑
i=1

εiθiµi. (5.2)

We bekijken eerst de twee enkele sommen. Deze kunnen als volgt worden
opgeschreven:

2
n∑
i=1

δiθiµi − 2
n∑
i=1

εiθiµi = 2
n∑
i 6=k

εiθiµi + 2(−εk)θkµk − 2
n∑
i 6=k

εiθiµi − 2εkθkµk

=

�
�

�
�

��

2
n∑
i 6=k

εiθiµi −

�
�

�
�

��

2
n∑
i 6=k

εiθiµi + 2(−εk)θkµk − 2εkθkµk

= −2εkθkµk − 2εkθkµk

= −4εkθkµk.

We bekijken nu de dubbele sommen. Omdag H symmetrisch kunnen we ge-
bruiken dat hij = hji.

n∑
i=1

n∑
j=1

hijεiεjθiθj︸ ︷︷ ︸
a

−
n∑
i=1

n∑
j=1

hijδiδjθiθj︸ ︷︷ ︸
b

.
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We bekijken eerst a

a =
n∑
i=1

(
n∑
j 6=k

hijεiεjθiθj + hikεiεkθiθk)

=
n∑
i 6=k

(
n∑
j 6=k

hijεiεjθiθj + hikεiεkθiθk) +
n∑
j 6=k

hkjεkεjθkθj + hkkεkεkθkθk

=

n∑
i 6=k

n∑
j 6=k

hijεiεjθiθj +

n∑
i 6=k

hikεiεkθiθk +

n∑
j 6=k

hkjεkεjθkθj + hkkεkεkθkθk

=
n∑
i 6=k

n∑
j 6=k

hijεiεjθiθj + 2
n∑
j 6=k

hkjεkεjθkθj + hkkεkεkθkθk.

We bekijken nu b

b =
n∑
i=1

(
n∑
j 6=k

hijδiεjθiθj + hik(−εi)εkθiθk)

=
n∑
i 6=k

(
n∑
j 6=k

hijεiεjθiθj − hikεiεkθiθk) +
n∑
j 6=k

hkj(−εk)εjθkθj − (hkk(−εk)εkθkθk

=

n∑
i 6=k

n∑
j 6=k

hijεiεjθiθj −
n∑
i 6=k

hikεiεkθiθk −
n∑
j 6=k

hkjεkεjθkθj + hkkεkεkθkθk

=
n∑
i 6=k

n∑
j 6=k

hijεiεjθiθj − 2
n∑
j 6=k

hkjεkεjθkθj + hkkεkεkθkθk.

Er volgt

a− b = 4
n∑
j 6=k

hkjεkεjθkθj

= 4εkθk

n∑
j 6=k

hkjεjθj .

We hebben nu alles om uitdrukking (5.2) korter te schrijven en vinden:

0 ≤
n∑
i=1

n∑
j=1

hijεiεjθiθj −
n∑
i=1

n∑
j=1

hijδiδjθiθj + 2
n∑
i=1

δiθiµi − 2
n∑
i=1

εiθiµi

= 4εkθk

n∑
j 6=k

hkjεjθj − 4εkθkµk.
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Omdat er geldt dat hkk = 1 vinden we:

0 ≤ 4εkθk

n∑
j 6=k

hkjεjθj − 4εkθkµk

= 4εkθk(
n∑
j=1

hkjεjθj − hkkεkθk)− 4εkθkµk

= 4εkθk

n∑
j=1

hkjεjθj − 4 ε2k︸︷︷︸
=1

θ2k − 4εkθkµk

= 4εkθk

n∑
j=1

hkjεjθj − 4θ2k − 4εkθkµk

⇐⇒

4θ2k ≤ 4εkθk(

n∑
j=1

hkjεjθj − µk)

= 4θk|
n∑
j=1

hkjεjθj − µk|,

wat als conclusie geeft dat:

θk ≤ |
n∑
j=1

hkjεjθj − µk|.

Omdat k willekeurig was hebben we nu de stelling bewezen.

Voorbeeld 28. Merk op dat de eis van symmetrie noodzakelijk is. Bij de
matrix

(
1 1
−1 1

)
met θ1 = θ2 = 1 en µ1 = µ2 = 0 geldt stelling 27 bijvoorbeeld

niet. Immers voor i = 1

|
n∑
j=1

hijεj − µi| = |(1ε1 − 0) + (1ε2 − 0)|

= |ε1 + ε2| ≥ 1.

Merk op dat dit betekent dat ofwel

ε1 = 1 en ε2 = 1 (5.3)

ofwel
ε1 = −1 en ε2 = −1. (5.4)

We bekijken nu het geval voor i = 2

|
n∑
j=1

hijεj − µi| = |(−1ε1 − 0) + (1ε2 − 0)|

= | − ε1 + ε2| ≥ 1.
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Dit klopt enkel als ε1 en ε2 tegengestelde tekens hebben, maar we zagen zojuist
bij (5.3) en (5.4) dat ze gelijk teken moeten hebben. Dus zien we dat stelling
27 niet geldt voor deze matrix.

We kunnen nu nog niet direct overgaan tot het bewijs van stelling 25.
Daarvoor zullen we eerst nog enkele nieuwe notaties en nieuwe resultaten nodig
hebben. In het volgende hoofdstuk wordt daarmee begonnen.
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6 De trace van een matrix

In dit hoofdstuk zullen enkele nieuwe begrippen worden gëıntroduceerd en
zullen enkele nieuwe, later benodigde resultaten worden gevonden.

Definitie 29. Een n × n matrix A is positief definiet als xTAx een getal
groter dan 0 oplevert voor elke vector x = x1, ..., xn met xi ∈ R∀i.

Definitie 30. Een positieve matrix is een matrix die symmetrisch is en
positief definiet.

Definitie 31. Een singuliere waardes van een m × n matrix A zijn de
positieve wortels van de eigenwaarden van de n× n matrix ATA.

We merken daarbij op dat de eigenwaardes van ATA niet-negatief zijn,
immers:

λ〈v, v〉 = 〈λv, v〉 = 〈ATAv, v〉 = 〈Av,Av〉 ≥ 0.

Definitie 32. Laat Rn een eindig dimensionale ruimte zijn met {ei}i∈I als
orthonormale basis voor H. De trace van een matrix A wordt gegeven door

trace(A) :=
n∑
i=1

eTi Aei

waarbij (ei)
n
1 een orthonormale basis is voor Rn

We bekijken een aantal lemma’s over de trace van een matrix. Welke we
hieronder zullen bewijzen.

Lemma 33. trace(A) hangt niet af van de keuze voor de orthonormale basis.

Lemma 34.

trace(A) =

n∑
i=1

aii

Waarbij (A)ii het element van a is in kolom i en rij i.

Lemma 35.
trace(AB) = trace(BA)

Lemma 36.

trace(A) =

n∑
i=1

λi

Waarbij λi de eigenwaardes van A zijn, inclusief algebraische multipliciteiten.

Bewijs van lemma 33. Laat uk en ei twee orthonormale basissen zijn voor Rn.
Te bewijzen:

n∑
i=1

eTi Aei =
n∑
k=1

uTkAuk.
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Aldus, we kunnen willekeuige x en y ∈ Rn schrijven als

x =
n∑
i=1

eTi x ei en y =
n∑
k=1

uTk y uk. (6.1)

Neem nu y = ei dan vinden we:

ei =

n∑
k=1

uTk eiuk

vermenigvuldiging met A geeft

Aei = A
n∑
k=1

uTk eiuk

=
n∑
k=1

uTk eiAuk. (6.2)

We gebruiken nu (6.2) om
∑n

i=1 e
T
i Aei te herschrijven

n∑
i=1

eTi Aei =
n∑
i=1

eTi

(
n∑
k=1

uTk eiAuk

)

=
n∑
i=1

n∑
k=1

eTi u
T
k eiAuk (6.3)

We nemen nu x = uTk en vinden via (6.1):

uTk =
n∑
i=1

eTi u
T
k ei

vermenigvuldigen met A geeft

uTkA =
n∑
i=1

eTi u
T
k eiA. (6.4)

We gebruiken (6.4) om
∑n

i=1 u
T
kAuk te herschrijven

n∑
k=1

uTkAuk =
n∑
u=1

(
n∑
i=1

eTi u
T
k eiA

)
uk

=
n∑
k=1

n∑
i=1

eTi u
T
k eiAuk. (6.5)

We zien dat (6.3) = (6.5) en dus dat

n∑
i=1

eTi Aei =
n∑
k=1

uTkAuk.

Waarmee we hebben laten zien dat de trace niet afhangt van de keuze van
orthonormale basis.
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Bewijs van lemma 34. Merk op dat we net zagen dat de keuze voor basis niet
uitmaakt voor de trace. Daarom is het voldoende in dit bewijs van de een-
heidsvectoren (ei) uit te gaan. Aldus, Aei geeft een vector die gelijk is aan
kolom i van de matrix A. Door vervolgens aan de linkerkant te vermenigvul-
digen met eTi krijgen we de precies de waarde op positie i van deze vector. In
totaal zien we dus dat eTi Aei precies de waarde van A oplevert in kolom i en
rij i ofwel het levert aii op.

Bewijs van lemma 35. We maken gebruik van lemma 34 en van het volgende
feit dat volgt uit de definitie van matrixvermenigvuldiging:

(AB)ij =
n∑
k=1

aikbkj .

Aldus

trace(AB) =
n∑
i=1

(AB)ii

=
n∑
i=1

n∑
k=1

aikbki. (6.6)

Verder weten we ook: (BA)ij =
∑n

k=1 bikakj en dus (BA)ii =
∑n

k=1 bikaki,
hernoemen van k naar i en hernoemen van i naar k geeft dat:

(BA)kk =
n∑
i=1

bkiaik.

We bekijken

trace(BA) =
n∑
k=1

(BA)kk

=
n∑
k=1

n∑
i=1

bkiaik

=
n∑
k=1

n∑
i=1

aikbki

=

n∑
i=1

n∑
k=1

aikbki. (6.7)

Waarbij we in de laatste stap de sommen mogen omdraaien. We zien (6.6) =
(6.7), en concluderen

trace(AB) = trace(BA).
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Bewijs van lemma 36. We merken op dat elke matrix A te schrijven is in
Jordan-normaalvorm. Dat houdt in dat

A = TJT−1

Waarbij J een n × n bovendriehoeksmatrix is met op de diagonaal de eigen-
waardes en T een inverteerbare n×n matrix is. Verder maken we gebruik van
lemma 35 en vinden:

trace(A) = trace(TJT−1) = trace(TT−1J) = trace(J) =

n∑
i=1

jii =

n∑
i=1

λi.

Waarmee we hebben laten zien dat trace(A) =
∑n

i=1 λi.

De laatste voor ons belangrijke toepassing van de trace staat beschreven in
het volgende hoofdstuk, waar een nieuwe matrixnorm zal worden gëıntroduceerd
welke gebaseerd is op de trace.
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7 De trace-norm

Definitie 37. De trace-class ||A||C1 van een reële matrix A is gegeven door

||A||C1 = trace(|A|)

waarbij |A| := (ATA)
1
2 .

Er wordt in bovenstaande definitie |A| gebruikt in plaats van A omdat er
negatieve waarden uit trace(A) kunnen komen, terwijl |A| slechts positieve
waarden op de diagonaal heeft en dus is trace(|A|) positief. Dit laten we in
het bewijs van het volgende lemma in detail zien.

Lemma 38. De trace-class ||A||C1 is een goed gedefineerde norm.

Bewijs van lemma 38. We laten eerst zien ||A||C1 ≥ 0. [3] Aldus, merk op dat
omdat

||A||C1 = trace(|A|) = trace((ATA)
1
2 ) =

n∑
i=1

((ATA)
1
2 )ii

het voldoende is te laten zien dat (ATA)ii ≥ 0. Er geldt dat

(BA)ij =
n∑
k=1

bikakj

en dus levert

(ATA)ij =
n∑
k=1

akiakj

na het nemen van j = i het volgende resultaat

(ATA)ii =
n∑
k=1

akiaki =
n∑
k=1

a2ki︸︷︷︸
≥0

≥ 0

en vinden we
||A||C1 ≥ 0.

We tonen nu aan dat ||A||C1 = 0 =⇒ A = 0. Aldus, als ||A||C1 = 0 dan moet
gelden

n∑
i=1

((ATA)
1
2 )ii = 0.

Zonet zagen we dat (ATA)ii ≥ 0. Dus weten we dat in ons geval nu moet
gelden: (ATA)ii = 0. En zien we dat

0 = (ATA)ii =

n∑
k=1

akiaki =

n∑
k=1

a2ki
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impliceert dat aki = 0,∀i∀k en dus A = 0.
We laten nu zien dat α||A||C1 = ||αA||C1 . Aldus,

α||A||C1 = α
( n∑
i=1

((ATA)
1
2 )ii
)

=
n∑
i=1

α((ATA)
1
2 )ii

=

n∑
i=1

(α(ATA)
1
2 )ii

= trace(α|A|)
= ||αA||C1 .

Tenslotte zouden we de driehoeksongelijkheid moeten aantonen. Echter ge-
bruiken we deze eigenschap niet in de rest van dit verslag. Het bewijs laten
we daarom achterwege.

Lemma 39. Voor algemene matrix A geldt

‖A‖2 ≤ ‖A‖C1.

Bewijs van lemma 39. We laten eerst zien dat ‖A‖C1 =
∑n

i=1 si.

‖A‖C1 = trace

((
ATA

) 1
2

)
. (7.1)

Wegens lemma 36 is dit gelijk aan de som van de eigenwaarde van
(
ATA

) 1
2 .

We weten dat geldt ATA = UDUT met D = diag{s21, ...s2n} waarbij s21, ...s
2
n

de eigenwaarden van ATA zijn en U een unitaire matrix. Merk op((
ATA

) 1
2

)2

=
(
ATA

)
= UDUT

= UD
1
2D

1
2UT

= UD
1
2 ID

1
2UT

= UD
1
2UTUD

1
2UT

=
(
UD

1
2UT

)(
UD

1
2UT

)
.

En zien we dus dat
(
ATA

) 1
2 = UD

1
2UT . De som van de eigenwaarden hiervan

is gelijk aan
∑n

i=1 si. Dus (7.1) geeft ons dan:

‖A‖C1 =
n∑
i=1

si.
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We laten nu zien dat ook dat ‖A‖22 =
∑n

i=1 s
2
i . Merk op

‖A‖22 =

(√
trace (ATA)

)2

= trace
(
ATA

)
=

n∑
i=1

s2i .

Wederom vanwege lemma 36. We gebruiken de gevonden twee resultaten nu
en zien:

‖A‖2C1 =

(
n∑
i=1

si

)2

=
n∑
i=1

s2i +
n∑
i 6=j

sisj ≥
n∑
i=1

s2i = ‖A‖22.

Er geldt dat
∑n

i 6=j sisj ≥ 0 aangezien er is afgesproken in definitie 31 dat
singuliere waardes niet-negatief zijn. Dus kunnen we concluderen

‖A‖2 ≤ ‖A‖C1 .
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8 Eigenschappen trace-class

In dit hoofdstuk staan twee belangrijke resultaten centraal. Deze resultaten
zijn lemma 40 en lemma 49. Vooral bij het bewijs van lemma 40 zijn veel
resultaten nodig. Ook deze resultaten zullen in dit hoofdstuk behandeld wor-
den.

Lemma 40. Laat B een n× n matrix zijn dan geldt:

||B||C1 = max{trace(BU) : Uorthogonaal} (8.1)

Om lemma 40 te kunnen aantonen hebben we eerst enkele andere resultaten
nodig. Deze benodigde resultaten zijn lemma 42 t/m 48. We zullen ze eerst
formuleren en daarna stuk voor stuk bewijzen.

Definitie 41. We noteren Sj voor de verzameling van alle j-dimensionale
deelruimtes van Rn voor j = 0, ..., n. Waarbij S0 = 0 en Sn = Rn.

Lemma 42. Laat A ∈ Rn×n een matrix zijn van rank n, met singuliere waar-
des s1, ..., sq en laat

D = diag{s1, ..., sn} ∈ Rn×n (met s1 ≥ · · · ≥ sn ≥ 0)

Dan bestaan er unitaire matrices V ∈ Rn×n en U ∈ Rn×n zodat:

A = V DUT .

We merken op als A = V DUT dan ATA = UD2UT en AAT = V D2V T .
Dus

√
ATA en

√
AAT hebben dezelfde trace.

Lemma 43. Laat A ∈ Rn×n een Hermetische matrix zijn met eigenwaarden
λ1, ..., λn. Zodat λ1 ≥ · · · ≥ λn. Dan geldt

λj = max
X∈Sj

min

{
〈Ax, x〉
〈x, x〉

: x ∈ X en x 6= 0

}
voor j = 1, ..., n.

Lemma 44. Laat A,B ∈ Rn×n en laat sj(A) en sj(BA), de singuliere waardes
van A en BA zijn. Dan geldt:

sj(BA) ≤ ||B||sj(A).

Lemma 45. Laat A ∈ Rn×n en laat s1 ≥ · · · ≥ sn de singuliere waardes van
A zijn. Laat 1 ≤ k ≤ n. Dan geldt

det(WHAHAW ) ≤ s21 · · · s2k det(WHW )

voor elke keuze van W ∈ Rn×k

We merken op dat in lemma 45 het geval k = n eenvoudig is vanwege
det(A ·B) = det(A)det(B).
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Lemma 46. Laat A ∈ Rn×n en laat s1 ≥ · · · ≥ sn de singuliere waardes van A
zijn. Neem aan dat de eigenwaarden van A herhaald worden naar algebräısche
multipliciteit, en gëındext zodat |λ1| ≥ |λ2| ≥ · · · ≥ |λn|. Dan geldt

|λ1| · · · |λk| ≤ s1 · · · sk voor k = 1, ..., n

Lemma 47. Laat {a1, ..., an} en {b1, ..., bn} twee rijen getallen zijn zodat a1 ≥
a2 ≥ · · · ≥ an en b1 ≥ b2 ≥ · · · ≥ bn en

k∑
j=1

aj ≤
k∑
j=1

bj , voor k = 1, ..., n (8.2)

dan geldt dat
k∑
j=1

eaj ≤
k∑
j=1

ebj , voor k = 1, ..., n.

Lemma 48. Laat A ∈ Rn×n en laat s1, ..., sn de singuliere waardes van A
zijn en laat λ1, ..., λn de eigenwaardes van A zijn herhaald naar algebraische
multipliciteit en bovendien zodat |λ1| ≥ · · · ≥ |λn|. Dan

k∑
j=1

|λj |p ≤
k∑
j=1

spj voor p > 0 en k = 1, ..., n

Bewijs van lemma 42. We kiezen voor de kolommen van U een orthonormale
basis van eigenvectoren uj van ATA. Aangezien s2j de eigenwaarden zijn van

ATA zien we:
ATAuj = s2juj .

We kiezen nu de kolommen vj van V zodanig dat geldt:

Auj = sjvj . (8.3)

Dan zien we

〈sjvj , skvk〉 = 〈Auj , Auk〉
= (Auj)

T Auk

= uTj A
TAuk

= uTj A
TAT

T
uk

=
(
ATAuj

)T
uk

= 〈ATAuj ,uk〉
= 〈s2juj ,uk〉
= s2j 〈uj ,uk〉.
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Voor j, k = 1, ..., r. We weten dat uj allemaal orthonormaal zijn. Dat be-
tekent: ‖uj‖ = 1. En ook 〈uj ,uj〉 = ‖uj‖2 = 12 Dus als k = j dan zien
we:

〈sjvj , sjvj〉 = s2j 〈uj ,uj〉 = s2j

en dus ook
〈sjvj , sjvj〉 = s2j 〈vj ,vj〉 = s2j .

We kunnen vaststellen dat als k = j dan 〈vj ,vj〉 = 1 Echter als k 6= j dan
〈uj ,uk〉 = 0 vanwege de orthogonaliteit. We zien

〈sjvj , skvk〉 = s2j 〈uj ,uk〉 = s2j · 0 = 0

en dus ook
〈sjvj , sjvj〉 = s2j 〈vj ,vj〉 = 0.

We kunnen concluderen dat als k 6= j dan 〈vj ,vj〉 = 0. Kortweg

〈vj ,vj〉 =

{
0, als j 6= k

1, als j = k
(8.4)

We schrijven nu (8.3) in matrixvorm:

A
[
u1 · · · ur

]
=
[
v1 · · · vr

] s1 . . .

sr

 =
[
v1 · · · vr

]
D.

De matrix V =
[
v1 · · · vr

]
is unitair wegens (8.4). Dus zien we

A
[
u1 · · · ur

]
= V D

AU = V D

A = V DUT .

Waarmee we het gevraagde hebben aangetoond.

Bewijs van lemma 43. We laten eerst zien dat

max
X∈Sj

min {〈Ax,x〉 : x ∈ X , ||x|| = 1 en x 6= 0} ≤ λj .

Aldus, laat
λ1, ..., λn

de eigenvectoren van matrix A representeren met bijbehorende orthonormale
eigenvectoren:

v1, ...,vn.

We maken Yj = span{v1, ...,vj}, dim (Yj) = n− j + 1. We laten zien dat

X ∩ Yi 6= {0} voor alle keuzes van X ∈ Sj .

35



Er geldt dim (Xj) = j. Dus

dimXj + dimYi = n+ 1− j + j = n+ 1.

We zoeken een niet triviale vector die in beide verzamelingen zit. Laat (vi)
n+1−j
i=1

en (wi)
j
i=1 basissen zijn voor Yi en X . We moeten aantonen dat

n+1−j∑
i=1

αivi =

j∑
i=1

βwj .

een niet triviale oplossing heeft. Dit kunnen we schijven in matrixvorm:



∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣

v1 · · · vn+1−j −w1 · · · −wn∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣





α1
...

αn+1−j
β1
...
βj


= 0.

Bovenstaande representeert niets anders dan het vinden van een nulruimte
van een matrix. Het betreft een n × (k + n) matrix. Deze matrix heeft meer
kolommen dan rijen en dus weten we dat er altijd een niet triviale oplossing
is. Er geldt dus inderdaad:

X ∩ Yi 6= ∅ voor alle keuzes van X ∈ Sj .

Er is dus een x ∈ X ∩ Yj met y 6= 0, deze schrijven we als

x =
n∑
k=j

αkvk.

Er geldt dat de vi orthogonaal zijn, daarom geldt vanwege Pythagoras dat

‖vi + vj‖2 = ‖vi‖2 + · · · ‖vj‖2 ∀i, j.

Waarna volgt:
x = αjvj + · · ·+ αnvn

‖x‖2 = ‖αjvj + · · ·+ αnvn‖2

= ‖αjvj‖2 + · · ·+ ‖αnvn‖2

= α2
j‖vj‖2 + · · ·+ α2

n‖vn‖2

= α2
j‖ · 1 + · · ·+ α2

n · 1

=

n∑
k=j

α2
k.

(8.5)
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We zien nu

〈Ax,x〉 =
n∑
i=j

n∑
k=j

αiαk〈Avi,vi〉

=

n∑
k=j

α2
kλk

Omdat λ1 ≥ · · · ≥ λn weten we λj ≥ λk en zien we

≤
n∑
k=j

α2
kλj

= λj

n∑
k=j

α2
k

= λj .

Waarbij we gebruik maken van (8.5). We kunnen vaststellen:

min {〈Ax,x〉 : x ∈ X , ||x|| = 1 en x 6= 0} ≤ λj

voor alle X ∈ Sj . Omdat het geldt voor alle X ∈ Sj , geldt het ook voor de de
maximale X . Dus geldt:

max
X∈Sj

min {〈Ax,x〉 : x ∈ X , ||x|| = 1 en x 6= 0} ≤ λj .

Nu laten we de andere ongelijkheid

λj ≤ max
X∈Sj

min {〈Ax,x〉 : x ∈ X , ||x|| = 1 en x 6= 0}

zien. Aldus neem Yj = span{v1, ...,vj}. We schrijven nu x =
∑j

k=1 αkvk. Er
volgt:

〈Ax,x〉 =

j∑
k=1

α2
kλk

Omdat λ1 ≥ · · · ≥ λn weten we λk ≥ λj en zien we

≥
j∑

k=1

α2
kλj

= λj

j∑
k=1

α2
k

= λj .
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Waarbij we gebruik maken van (8.5), enkel nu met x = α1v1 + · · ·+αjvj . En
zien we dus

min {〈Ax,x〉 : x ∈ X , ||x|| = 1 en x 6= 0} ≥ λj
voor alle X ∈ Sj . Omdat het geldt voor alle X ∈ Sj , geldt het ook voor de de
maximale X . Dus geldt:

max
X∈Sj

min {〈Ax,x〉 : x ∈ X , ||x|| = 1 en x 6= 0} ≥ λj .

Waarmee we hebben laten zien dat

λj = max
X∈Sj

min {〈Ax,x〉 : x ∈ X , ||x|| = 1 en x 6= 0} .

Bewijs van lemma 44. We merken op dat s2j de eigenwaardes zijn van ATA.
En dat s1(A) ≥ · · · ≥ sn(A) Dit betekent dat we de uitdrukkingen gevonden
in lemma 43 kunnen gebruiken, aldus:

sj(A)2 = max
X∈Sj

min
{
〈ATAx,x〉 : x ∈ X en ||x|| = 1

}
. (8.6)

Merk op dat
〈ATAx,x〉 = 〈Ax, Ax〉 = ||Ax||2.

Waarmee (8.6) te herschrijven is naar

sj(A)2 = max
X∈Sj

min
{
||Ax||2 : x ∈ X en ||x|| = 1

}
.

op gelijke manier hebben we ook

sj(BA)2 = max
X∈Sj

min
{
||BAx||2 : x ∈ X en ||x|| = 1

}
.

Er geldt:
||BAx|| ≤ ||B||||Ax||

en ook
||BAx||2 ≤ ||B||2||Ax||2.

Waarmee we zien dat

min
{
||BAx||2 : x ∈ X en ||x|| = 1

}
≤ min

{
||B||2||Ax||2 : x ∈ X en ||x|| = 1

}
(8.7)

= ||B||2 min
{
||Ax||2 : x ∈ X en ||x|| = 1

}
(8.8)

aangezien ||B||2 niet van x afhangt. En zien we

sj(BA)2 ≤ ||B||2sj(A)2

waarna we concluderen

sj(BA) ≤ ||B||sj(A) voor j = 1, ..., n.

38



Bewijs van lemma 45. We gebruiken lemma 42. Wegens dit lemma weten we
dat er unitaire matrices V en U ∈ Rp×p bestaan zodat A = V DUT Waarbij
D = diag{s1, ..., sn} Dit geeft

A = V DUT

V T = DUT

V TAU = D (8.9)

Transponeren geeft
UTATV = DT = D. (8.10)

Nu geeft (8.10) en (8.9) samen

D2 = UTATV V TAU = UTATAU

en zien we ook
UD2UT = ATA.

Dit gebruiken we vervolgens

W TATAW = WHUD2UHW

= WHUDDUHW

= BBT .

Waarbij B = DF en F = WHU . We maken nu gebruik van de Binet-Cauchy
formule, deze geeft

det(AB) =
∑

1≤j1<···<jk≤n
det(Aj1j2···jm) det(Bj1j2···jm).

Waarbij

• A is een m× n matrix
• B is een n×m matrix
• 1 ≤ j1, j2, ...jm ≤ n
• Aj1j2···jm is de m × m matrix bestaande uit de kolommen j1, j2, ..., jm

van A.
• Bj1j2···jm is de m×m matrix bestaande uit de rijen j1, j2, ..., jm van B.

Dus

det(BBT ) =
∑

1≤j1<···<jk≤n
det(Bj1j2···jm) det(BT

j1j2···jm)

omdat het transponeren van rijen kolommen geeft vinden we

=
∑

1≤j1<···<jk≤n
(det(Bj1j2···jm))2. (8.11)
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En verder

det(Bj1j2···jm) = det

b1j1 · · · b1jk
...

...
bkj1 · · · bkjk



= det


f1j1 · · · f1jk

...
...

fkj1 · · · fkjk


sjk . . .

sjk


 .

Omdat det(AB) = det(A) det(B) vinden we ook

= sj1 · · · sjk det(Fj1j2···jm).

Omdat 1 ≤ j1 < · · · < jk ≤ n weten we dat 0 ≤ sj1 · · · sjk ≤ s1 · · · sk. Dus
volgt:

(det(Bj1j2···jm))2 ≤ s21 · · · s2k det(Fj1j2···jm))2.

En zien we als we gebruik maken van (8.11).

det(BBT ) =
∑

1≤j1<···<jk≤n
(det(Bj1j2···jm))2

≤
∑

1≤j1<···<jk≤n
s21 · · · s2k det(Fj1j2···jm))2

= s21 · · · s2k
∑

1≤j1<···<jk≤n
det(Fj1j2···jm))2

= s21 · · · s2k det(FF T ).

En kunnen we dus concluderen

det(W TATAW ) ≤ s21 · · · s2k det(W TUTUW )

= s21 · · · s2k det(W TW ).

Bewijs van lemma 46. We maken gebruik van Schur’s theorem deze geeft ons
dat als A een n× n matrix is, dat A dan kan worden uitgedrukt als [4].

A = UTUT . (8.12)

Waarbij U een unitaire matrix is en T een bovendriehoeksmatrix. Boven-
dien staan de eigenwaardes van A op de diagonaal van T . We kunnen (8.12)
omschrijven, dan krijgen we:

T = UTAU . (8.13)
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We introduceren nu V T = [IkOk×(n−k)]. Hier is Ok×(n−k) een k × (n − k)
nulmatrix. Als we bijvoorbeeld k = 3 en n = 5 nemen zien we:

V T =

1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0


en ook

det
(
V TTV

)
= det


1 0 0 0 0

0 1 0 0 0
0 0 1 0 0



λ1 ∗ ∗ ∗ ∗
0 λ2 ∗ ∗ ∗
0 0 λ3 ∗ ∗
0 0 0 λ4 ∗
0 0 0 0 λ5




1 0 0
0 1 0
0 0 1
0 0 0
0 0 0




= det

λ1 ∗ ∗
0 λ2 ∗
0 0 λ3


︸ ︷︷ ︸

k × k bovendriehoek van T

= λ1 · λ2 · λ3.

In het algemeen geldt

det
(
V TTV

)
= detT11 = λ1 · · ·λk

Waarbij T11 de k × k linker bovenhoek van matrix T is. We bekijken nu
V TT TTV

V TT TTV =
[
Ik O

] [TH11 O
TH12 TH22

] [
T11 T12
O T22

] [
Ik
O

]
=
[
TH11 O

] [T11 T12
O T22

] [
Ik
O

]
=
[
TH11T11 TH11T12

] [Ik
O

]
= TH11T11.

En zien we nu

|λ1 · · ·λk|2 = | detT11|2 = det
(
T T11T11

)
= det

(
V TT TTV

)
= det

(
V TUTATUUTAUV

)
= det

(
V TUTATAUV

)
≤ s21 · · · s2n det

(
V TUTUV

)
= s21 · · · s2n det

(
V TV

)
= s21 · · · s2n det (I)

= s21 · · · s2n.

Waarmee we de gevraagde ongelijkheid hebben laten zien.
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Bewijs van lemma 47. Merk op dat∫ x

−∞
(x− s)esds =

∫ x

−∞
xes − sesds

= [xes]x−∞ − [ses − es]x−∞
= (xex − 0)− (xex − ex − 0)

= xex − xex + ex

= ex.

We schrijven nu:

ex =

∫ x

−∞
(x− s)esds =

∫ x

−∞
(x− s)esds+

∫ ∞
x

0 · esds. (8.14)

We introduceren:

(x− s)+ =

{
x− s voor s < x

0 voor s ≥ x,
.

Waarmee we (8.14) kunnen omschrijven naar

ex =

∫ ∞
−∞

(x− s)+esds.

We nemen nu x = aj en sommeren van 1 tot k:

k∑
j=1

eaj =
k∑
j=1

∫ ∞
−∞

(aj − s)+esds

en op gelijke manier zien we ook:

k∑
j=1

ebj =
k∑
j=1

∫ ∞
−∞

(bj − s)+esds.

Waarmee het dus voldoende is om te laten zien dat

k∑
j=1

(aj − s)+ ≤
k∑
j=1

(bj − s)+

voor elke s ∈ R.

1. Als s < ak dan zien we:

k∑
j=1

(aj − s)+ = (a1 − s) + · · ·+ (ak − s)

(8.2)

≤ (b1 − s) + · · ·+ (bk − s)

≤ (b1 − s)+ + · · ·+ (bk − s)+ =
k∑
j=1

(bj − s)+.
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2. Als al−1 > s ≥ al voor l = 2, ..., n dan zien we:

k∑
j=1

(aj − s)+ = (a1 − s) + · · ·+ (al − s)+

= (a1 − s) + · · ·+ (al−1 − s) + 0

(8.2)

≤ (b1 − s) + · · ·+ (bl−1 − s)

≤ (b1 − s)+ + · · ·+ (bk − s)+ =

k∑
j=1

(bj − s)+.

3. Als s ≥ a1 dan:

k∑
j=1

(aj − s)+ = 0

(8.2)

≤
k∑
j=1

(bj − s)+.

Waarmee we hebben laten zien dat

k∑
j=1

eaj ≤
k∑
j=1

ebj , voor k = 1, ..., n.

Bewijs van lemma 48. We maken gebruik van lemma 46. Deze geeft ons:

|λ1| · · · |λk| ≤ s1 · · · sk.

Stel dat |λk| > 0,∀k dan geldt wegens het feit dat ln (x · y) = lnx + ln y ook
dat:

ln |λ1|+ · · ·+ ln |λk| ≤ ln s1 + · · ·+ ln sk.

We vermenigvuldigen vervolgens links en rechts met p > 0.

p (ln |λ1|+ · · ·+ ln |λk|) ≤ p (ln s1 + · · ·+ ln sk)

⇐⇒
ln |λ1|p + · · ·+ ln |λk|p ≤ ln sp1 + · · ·+ ln spk.

We maken nu gebruik van lemma 47 waarbij aj = ln |λj |p, bj = ln spj , j =
1, ..., k. We zien:

eln |λ1|
p

+ · · ·+ eln |λk|
p ≤ eln s

p
1 + · · ·+ eln s

p
k

⇐⇒
|λ1|p + · · ·+ |λk|p ≤ sp1 + · · ·+ spk.
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We hebben ons resultaat gevonden voor k = 1, ..., n met |λk| > 0. Stel nu
dat λj = 0 voor zekere j ∈ 1, ..., n. Dan 0 = |λk| ≤ sk voor alle k ∈ j, ..., n.
Immers |λ1| ≥ · · · ≥ |λn| dus als λ3 = 0 dan λ4 = 0 en λ5 = 0 etc.

Dan hebben we nu alle voorbereiding gedaan om lemma 40 te kunnen
bewijzen.

Bewijs van lemma 40. We gebruiken lemma 35 en gaan verder met het bekij-
ken van trace(UB). Laat λ1(UB), ..., λn(UB) de eigenwaardes van UB zijn,
waarbij elke herhaald wordt tot zijn algebraische multipliciteit. Dan geldt

trace(UB) =
n∑
j=1

λj(UB)

en volgt (∗) uit lemma 48

|trace(UB)| ≤
n∑
j=1

|λj(UB)|
(∗)
≤

n∑
j=1

sj(UB). (8.15)

Verder is U orthogonaal dus:

‖Ux‖2 = 〈Ux,Ux〉 = 〈UTUx, x〉 = 〈x, x〉 = |x|2.

Dus ||U || = 1. Wegens lemma 44:

sj(UB) ≤ ||U ||sj(B)

= sj(B).

Als we nu aan beide kanten de som nemen krijgen we

n∑
j=1

sj(UB) ≤
n∑
j=1

sj(B)

ofwel, gebruikmakend van (8.15)

|trace(UB)| ≤
n∑
j=1

sj(B) = ‖B‖C1 .

Dit bewijst “≥” in lemma 40. Nu zoeken we nog een U zodat

trace(UB) = ‖B‖C1 .

We bekijken nu de singulierewaardeontbinding.

B = V1SU
H
1 .
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Waarbij S = diag{s1, ..., sn}, sj = sj(A) en V1 en U1 unitaire matrices. Dan
schrijven we:

trace(UB) = trace(UV1SU
T
1 )

We kiezen U
(∗)
= U1V

T
1 , dan volgt

= trace(U1V
T
1 V1SU

T
1 )

= trace(U1SU
T
1 )

= trace(SUT1 U1)

= trace(SI)

= trace(S)

= s1 + · · ·+ sn.

En vinden we ons resultaat. We merken op dat (∗) zo mag worden gekozen
aangezien het product van twee unitaire matrices ook een unitaire matrix geeft.
Immers

(UV T )T (UV T ) = V UTUV T

= V IV T

= I.

Waarmee is aangetoond dat wordt voldaan aan de definitie van unitariteit.

Lemma 49. Als B en C n× n matrices zijn dan:

||BC||C1 ≤ trace(BBT )
1
2 trace(CCT )

1
2 . (8.16)

Bewijs van lemma 49. We gaan gebruik maken van Lemma 40. Merk op dat
(8.1) geeft dat ∀U zodat U orthogonaal geldt dat

||B||C1 ≥ trace(BU)

en dus
trace(BCU) ≤ ||BC||C1 .

Waarbij er gelijkheid optreedt voor een van deze U’s. Als we nu aantonen dat

trace(BCU) ≤ trace(BBT )
1
2 trace(CCT )

1
2 . ∀U . (8.17)

dan geldt dat ook voor de U die het maximum geeft in (8.1) en kunnen we
concluderen

||BC||C1 = trace(BCU) ≤ trace(BBT )
1
2 trace(CCT )

1
2 .
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Aldus, we gaan (8.17) aantonen. We merken op:

trace(AB) =
n∑
j=1

n∑
i=1

ajibij

≤

 n∑
j=1

a2ji

 1
2 ( n∑

i=1

b2ij

) 1
2

= trace(ATA)
1
2 trace(BTB)

1
2 .

Dus vinden we vanwege bovenstaande:

trace(BCU) ≤ trace(BTB)
1
2 trace((CU)T (CU))

1
2

= trace(BTB)
1
2 trace(UTCTCU)

1
2

waarna we nu met behulp van lemma 35 vinden:

= trace(BTB)
1
2 trace(UUT︸ ︷︷ ︸

=I

CTC)
1
2

= trace(BTB)
1
2 trace(CTC)

1
2 .
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9 Resultaten over de matrix H

Stelling 50. Als H = (hij) een positieve matrix is met hii 6= 0∀i en U is
orthogonaal dan:

n∑
i=1

(HU)2ii
hii

≤
n∑
i=1

hii.

Bewijs van stellling 50. Neem (HU)ii
hii

= γi voor alle i. We zien:

n∑
i=1

(HU)2ii
hii

=
n∑
i=1

γi(HU)ii.

Laat nu D de diagonaalmatrix zijn zodat D = diag(γi)
n
1 , dan volgt

n∑
i=1

γi(HU)ii =
n∑
i=1

Dii(HU)ii

=
n∑
i=1

(DHU)ii

= trace(DHU).

We gebruiken stelling 40, en zien

≤ ||DH||C1 .

Merk op dat H positief is en dus wegens de spectraalstelling te schrijven is in
de volgende vorm:

H = QDQT .

Waarbij Q een orthogonale matrix is en D een diagonaalmatirx met op de
diagonaal de eigenwaardes van D. In dit geval zijn deze eigenwaardes positief.
Tenslotte nemen we P zodat P = H

1
2 = QD

1
2QT . Merk op dat P symmetrisch

is. We zien nu:

||DH||C1 = ||D(PP )||C1

= ||(DP )P ||C1 .

Wegens lemma 49 volgt:

≤ trace((DP )(DP )T )
1
2 trace(PP T )

1
2

= trace(DPP TDT )
1
2 trace(PP T )

1
2
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Vervolgens gebruiken we dat P = P T , en dat P 2 = H

= trace(DP 2DT )
1
2 trace(P 2)

1
2

= trace(DHD)
1
2 trace(H)

1
2

= trace(D2H)
1
2 trace(H)

1
2

=
( n∑
i=1

γ2i hii
) 1

2
( n∑
i=1

hii
) 1

2

=
( n∑
i=1

(HU)2ii
hii

) 1
2
( n∑
i=1

hii
) 1

2 .

Zo vinden we ( n∑
i=1

(HU)2ii
hii

)
≤
( n∑
i=1

(HU)2ii
hii

) 1
2
( n∑
i=1

hii
) 1

2 .

Delen door
(∑n

i=1
(HU)2ii
hii

) 1
2 geeft

( n∑
i=1

(HU)2ii
hii

) 1
2 ≤

( n∑
i=1

hii
) 1

2 .

Kwadrateren van beide kanten geeft vervolgens het gevraagde.

Lemma 51. Als H = (hij) een positieve n× n matrix is met hii 6= 0∀i. Dan
geldt: ∥∥∥∥( 1√

hii
hij

)∥∥∥∥
C1

≤
√
n||H||

1
2

C1.

Bewijs van lemma 51. We weten wegens lemma 40 dat er een orthogonale
matrix U bestaat zodat∥∥∥∥( 1√

hii
hij

)∥∥∥∥
C1

=
n∑
i=1

1√
hii

(HU)ii .

We bekijken (HU)ii√
hii

, met het standaard inproduct.

∥∥∥∥((HU)11√
h11

,
(HU)22√

h22
, ...,

(HU)nn√
hnn

)∥∥∥∥ =

√√√√ n∑
i=1

(
(HU)ii√

hii

)2

.

Verder weten we

‖(1, 1, ..., 1)‖ =
√

12 + 12 + ...+ 12 =
√
n.

48



En vinden we met behulp van Cauchy-Schwarz in de tweede stap:
n∑
i=1

(HU)ii√
hii

=
〈((HU)11√

h11
,
(HU)22√

h22
, ...,

(HU)nn√
hnn

)
, (1, 1, ..., 1)

〉
≤
∥∥∥∥((HU)11√

h11
,
(HU)22√

h22
, ...,

(HU)nn√
hnn

)∥∥∥∥∥∥∥∥ (1, 1, ..., 1)

∥∥∥∥
=

√(
(HU)11√

h11

)2

+

(
(HU)22√

h22

)2

+ ...+

(
(HU)nn√

hnn

)2√
n

=
√
n

√√√√ n∑
i=1

(HU)2ii
hii

.

We gebruiken nu lemma 50 en vinden hier de volgende bovengrens voor:

√
n

√√√√ n∑
i=1

hii.

We merken op dat√√√√ n∑
i=1

hii =
√
trace(H) =

√
trace

(
(HTH)

1
2

)
= ‖H‖

1
2

C1 .

En dus kunnen we concluderen dat∥∥∥∥( 1√
hii
hij

)∥∥∥∥
C1

≤
√
n||H||

1
2

C1 ,

hetgeen te bewijzen was.

Lemma 52. Gegeven een matrix A. Dan geldt dat er een unitaire matrix U
bestaat zodat AU een positieve matrix is en er geldt:

(AU)2 = AAT .

Bewijs van lemma 52. Wegens lemma 42 bestaan er unitaire matrices V , W
en een diagonaalmatrix D zodat:

A = V DW T .

We kiezen nu
U = WV TV DV T |V DV T |−1.

Waarbij |B| :=
√
BTB en als B symmetrisch dan geldt uiteraard ook |B| =√

BBT . Merk op dat |V DV T | = V |D|−1V T . Mocht het zo zijn dat dii = 0, ∀i
dan nemen we |D|−1 = 0. We zien nu

U = WV TV DV T |V DV T |−1

= WDV T |V DV T |−1

= WDV TV |D|−1V T

= WD|D|−1V T
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en ook

AU = AWD|D|−1V T

= V DW TWD|D|−1V T

= V D2|D|−1V T

= V D2|D|−1V T

= V DV T .

Hiermee is aangetoond dat AU symmetrisch is en positief. Bovendien

(AU)2 = V D2V T = AAT .

Waarmee we het gevraagde hebben laten zien.

Lemma 53 (Ongelijkheid van het meetkundig en rekenkundig ge-
middelde). Voor een rij (ai)

n
i=1 ∈ [0,∞) geldt:

1

n

n∑
i=1

ai ≥

(
n∏
i=1

ai

) 1
n

.

Het bewijs van lemma 53 laten we achterwege.

Lemma 54. Voor een rij (ai)
n
i=1 ∈ [0,∞) geldt:

1

n

n∑
i=1

ai =

(
n∏
i=1

ai

) 1
n

(9.1)

=⇒

a1 = a2 = · · · = an.

Bewijs van lemma 54. We gebruiken tegenspraak. Stel dat niet alle ai’s gelijk
zijn. Z.v.v.a nemen we aan dat a1 6= a2. We nemen nu

ã1 =
a1 + a2

2
en ã2 =

a1 + a2
2

.

We bekijken ãi = ã1, ã2, a3, ..., an en zien dat

1

n

n∑
i=1

ãi =
1

n

(
a1 + a2

2
+
a1 + a2

2
+ a3 + · · ·+ an

)

=
1

n
(a1 + a2 + a3 + · · ·+ an) =

1

n

n∑
i=1

ai.

Echter

ã1ã2 =

(
a1 + a2

2

)2

=

(
1

2
(a1 + a2)

)2

> a1a2.
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We zien

1

n

n∑
i=1

ãi =
1

n

n∑
i=1

ai =

(
n∏
i=1

ai

) 1
n

︸ ︷︷ ︸
aanname

= (a1a2 · · · an)
1
n < (ã1ã2 · · · an)

1
n =

(
n∏
i=1

ãi

) 1
n

.

Dit is echter in tegenspraak met lemma 53. Dus kunnen we concluderen dat
er wel moet gelden dat a1 = a2 = · · · = an.

We hebben nu alles om het laatste lemma te bewijzen voordat we naar het
bewijs van stelling 25.

Lemma 55. Laat A een n × n matrix zijn van reële getallen, waarbij elke
rij een niet-nulrij is. Dan is er een rij (θi)

n
1 van positieve getallen en een

orthogonale matrix U zodat de matrix H = (hij) gegeven door:

hij = θi(AU)ij.

positief is en er geldt hii = 1∀i.

Voorbeeld 56 (bij lemma 55). Voor

A =

[
−2 10
1 5

]
neem

U =

[
1√
2

1√
2

1√
2
− 1√

2

]
Er geldt UTU = I, dus U is unitair. Dan zien we

AU =

[
−2 10
1 5

][ 1√
2

1√
2

1√
2
− 1√

2

]
=

[
8√
2
− 12√

2
6√
2
− 4√

2

]
.

Kies nu θ1 =
√
2
8 en θ2 = −

√
2
4 dan volgt

H = θi (AU)ij =

[
θ1(

8√
2
− 12√

2
)

θ2(
6√
2
− 4√

2
)

]
=

[ √
2
8 ·

8√
2

√
2
8 · −

12√
2

−
√
2
4 ·

6√
2
−
√
2
4 · −

4√
2

]

=

[
1 −12

8
−6

4 1

]
=

[
1 −3

2
−3

2 1

]
.

We zien dat de verkregen matrix H symmetrisch is en positief definiet en dus
positief.

Bewijs van lemma 55. We zijn op zoek naar een rij (θi)
n
1 van positieve getallen

en een orthogonale matrix U zodat θi(AU)ij een positieve matirx is en hii =
w,w > 0 constant ∀i. Omdat je de θi daarna kunt schalen is er alsnog te
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bereiken dat hii = 1∀i.
Laat (θi)

n
1 een rij positieve getallen zijn. We gebruiken lemma 39 en vinden:

‖ (θiaij) ‖C1 ≥ ‖ (θiaij)j ‖2

=

 n∑
i=1

n∑
j=1

θ2i a
2
ij

 1
2

≥ θi

 n∑
j=1

a2ij

 1
2

≥ θi · c.

Waarbij c = mini ‖ (aij)j ‖2. Er volgt:

‖(θiaij)‖C1 ≥ c ·max
i
θi. (9.2)

We definiëren nu α als volgt

α := inf

{∥∥∥∥(θiakij)ij
∥∥∥∥
C1

:
k∏
i=1

θi = 1, θi ≥ 0

}
.

We willen graag aantonen dat dit infimum een minimum is, echter de θi :∏
θi = 1, θi ≥ 0 is niet compact. Kies nu een rij

((
θ
(k)
i

)
i

)
k≥1

zodat
∏k
i=1 θ

(k)
i =

1, θ
(k)
i ≥ 0 en ∥∥∥∥(θ(k)i aij

)
ij

∥∥∥∥
C1

↓ α.

Als we bovenstaande samen bekijken met (9.2) zien we:

c ·max
i
θ
(k)
i ≤

∥∥∥∥(θ(k)i aij

)
ij

∥∥∥∥
C1︸ ︷︷ ︸

−→α

≤M .

Hierbij is M een constante die onafhankelijk is van k, dit volgt uit het feit dat
convergente rijen begrensd zijn. We zien:

c ·max
i
θi ≤M ,

de rij
(
θki
)
k≥1 is begrensd. Wegens de stelling van Bolzano-Weierstrass we-

ten we dat
(
θki
)
k≥1 een convergente deelrij moet hebben. We noteren deze

convergente deelrij met
(
θkmi

)
m≥1

. Deze deelrij convergeert naar θ̂.

θkmi −→ θ̂.
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We introduceren nu de verzameling

C =

{
θ ∈ Rn : θi ≥ 0,

k∏
i=1

θi = 1

}

en laten zien dat deze verzameling C gesloten is. We kunnen C als volgt
schrijven:

C = [0,∞)n ∩ f−1 ({1})

waarbij f : Rn −→ R, f(t) =
∏n
i=1 ti = 1. En f dus continu. Omdat f

continu is en {1} gesloten is f−1 ({1}) ook gesloten. Verder is ook [0,∞)n

gesloten. Dus concluderen we dat de verzameling C gesloten is. Waarmee we
ook kunnen concluderen dat θ̂ ∈ C. We definiëren

φ (θ) :=
∥∥∥(θiaij)ij

∥∥∥
C1

en zien

φ
(
θk
)
−→ α.

Omdat θkm −→ θ̂ ook

φ
(
θkm

)
−→ φ

(
θ̂
)

.

Bovendien φ(θ̂) = α ofwel ∥∥∥∥(θ̂iakij)ij
∥∥∥∥
C1

= α.

Vanaf nu schrijven θi in plaats van θ̂i. Neem voor deze rij ((θi)
n
1 ) de matrix

H = (hij) zodat H2 =
(
θi
(
AAT

)
ij
θj

)
en H positief. We gaan laten zien dat

er nu een orthogonale matrix U bestaat zodat

hij = θi(AU)ij .

Om te beginnen merken we op dat in het algemeen

θi (A)ij = (ΘA)ij .

waarbij Θ = diag{θ1, ..., θn}. En ook

(A)ij θj = (AΘ)ij .

waarbij Θ = diag{θ1, ..., θn}. Dit is relatief eenvoudig te zien:
θ1 0 . . . 0
0 θ2 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . θn



a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

...
. . .

...
an1 an2 . . . ann

 =


θ1a11 θ1a12 . . . θ1a1n
θ2a21 θ2a22 . . . θ2a2n

...
...

. . .
...

θnan1 θnan2 . . . θnann

 .
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en
a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

...
. . .

...
an1 an2 . . . ann



θ1 0 . . . 0
0 θ2 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . θn

 =


θ1a11 θ2a12 . . . θna1n
θ1a21 θ2a22 . . . θna2n

...
...

. . .
...

θ1an1 θ2an2 . . . θnann

 .

Matrix H wordt dan zodat

H2 = ΘAATΘ. (9.3)

Het toepassen van lemma 52 op ΘA geeft ons een unitaire matrix U zodat aan
(9.3) wordt voldaan. We weten omdat (θi)

n
1 positief is, en A geen rijen heeft

met enkel nullen dat geldt: hii 6= 0∀i. Maak nu ∀i

γi =
1√
hii

( n∏
j=1

√
hjj
) 1
n .

Merk op dat
n∏
i=1

γi =

n∏
i=1

(
1√
hii

( n∏
j=1

√
hjj
) 1
n

)

=

∏n
i=1

(∏n
j=1

√
hjj
) 1
n∏n

i=1

√
hii

=

((∏n
j=1

√
hjj
) 1
n

)n
∏n
i=1

√
hii

=

∏n
j=1

√
hjj∏n

i=1

√
hii

= 1.

(9.4)

Dus zowel
n∏
i=1

θi = 1 als
n∏
i=1

γi = 1.

Kies nu θ′i = γiθi. Hiervoor geldt:

n∏
i=1

θ′i =
n∏
i=1

γiθi =
n∏
i=1

γi

n∏
i=1

θi = 1 · 1 = 1.

Verder hebben we (θi)
n
1 zo gekozen dat ‖(θiaij)‖C1 minimaal is onder de voor-

waarde
∏n
i=1 θi = 1. Dus voor θ′i geldt dat

‖(θiaij)‖C1 ≤
∥∥(θ′iaij)∥∥C1 . (9.5)

Verder merken we op dat voor algemene A en unitaire U geldt

‖AU‖C1 = trace

(AUUT︸ ︷︷ ︸
I

AT

) 1
2

 = trace

((
AAT

) 1
2

)
= ‖A‖C1 . (9.6)
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Er geldt dus gebruikmakend van (9.5) en van (9.6)

‖H‖C1 = ‖ΘAU‖C1

= ‖ΘA‖C1 wegens (9.6)

= ‖(θiaij)‖C1

≤
∥∥(θ′iaij)∥∥C1 wegens (9.5)

= ‖(γiθiaij)‖C1

=
∥∥∥(γiθi (AU)ij

)∥∥∥
C1

wegens (9.6)

= ‖(γihij)‖C1

=

∥∥∥∥∥∥∥
1√
hii

 n∏
j=1

√
hjj

 1
n

hij

∥∥∥∥∥∥∥
C1

=

∥∥∥∥( 1√
hii
hij

)∥∥∥∥
C1

 n∏
j=1

√
hjj

 1
n

≤
√
n||H||

1
2

C1

 n∏
j=1

√
hjj

 1
n

.

Waarbij we in de laatste stap gebruik maken van lemma 51. Delen door
√
n ‖H‖

1
2

C1 geeft:

1√
n
||H||

1
2

C1 ≤

 n∏
j=1

√
hjj

 1
n

1

n
1
2

(
n∑
i=1

hii

) 1
2

≤

 n∏
j=1

hjj

 1
n

1
2

(
1

n

n∑
i=1

hii

) 1
2

≤

 n∏
j=1

hjj

 1
2n

1

n

n∑
i=1

hii ≤

 n∏
j=1

hjj

 1
n

.

Verder weten we dat in het algemeen geldt:

1

n

n∑
i=1

hii ≥

 n∏
j=1

hjj

 1
n

.
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Dit is namelijk lemma 53. We vinden dus als we de twee bovenstaande uit-
drukkingen combineren:

1

n

n∑
i=1

hii =

 n∏
j=1

hjj

 1
n

.

Wegens lemma 54 weten we dat er dus moet gelden dat alle hii gelijk aan
elkaar zijn. Waarmee we het gevraagde hebben laten zien.
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10 Bewijs van het plankenprobleem voor convexe
symmetrische vormen

Tenslotte bewijzen stelling 25

Bewijs van stelling 25. Het is voldoende te laten zien dat als A = (aij) een
n× n matrix is met aii = 1∀i. En (mi)

n
1 een rij zijn van reële getallen, dan is

er een rij (λj)
n
1 met

n∑
j=1

λ2j ≤
1

n

zodat voor elke i,

|
n∑
j=1

aijλj −mi| ≥
1

n

We beginnen met het gebruiken van lemma 55. We kiezen een rij (θj)
n
1 van

positieve getallen en een orthogonale matrix U zodat

H = hij = (θi(AU)ij) (10.1)

met H positief en hii = 1∀i.
Wegens stelling 27 is er een keuze voor (εj)

n
j zodat voor alle i:

|
n∑
j=1

hijεjθj − nθiµi| ≥ θi.

Dit samen geeft dat

|θi
n∑
j=1

(AU)ijεjθj − nθiµi| ≥ θi

|
n∑
j=1

(AU)ijεjθj − nµi| ≥ 1

| 1
n

n∑
j=1

(AU)ijεjθj − µi| ≥
1

n
,

we gebruiken (AU)ij =
∑n

r=1 airurj

| 1
n

n∑
j=1

n∑
r=1

airurjεjθj − µi| ≥
1

n

|
n∑
r=1

air

 1

n

n∑
j=1

urjεjθj

− µi| ≥ 1

n
.
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Voor λr nemen we nu

λr =
1

n

n∑
j=1

urjεjθj .

We hoeven nu enkel nog te laten zien dat
∑n

r=1 λ
2
r ≤ 1

n .

n∑
r=1

λ2r =
n∑
r=1

 1

n

n∑
j=1

urjεjθj

2

=

n∑
r=1

1

n2

 n∑
j=1

urjεjθj

2

=
1

n2

n∑
r=1

 n∑
j=1

urjεjθj

2

=
1

n2

n∑
r=1

n∑
i=1

n∑
j=1

uriurjεiεjθiθj

=
1

n2

n∑
r=1

n∑
i=1

n∑
j=1

uriurjεiεjθiθj

=
1

n2

n∑
i=1

n∑
j=1

(
n∑
r=1

uriurj

)
εiεjθiθj

=
1

n2

n∑
i=1

n∑
j=1

δijεiεjθiθj

=
1

n2

n∑
i=1

θ2i .

Waarbij

δij =

{
1 als i = j

0 als i 6= j,

en waarbij we gebruikmaken van ε2i = 1,∀i. Dus moeten we aantonen dat

1

n2

n∑
r=1

θ2j ≤
1

n
.

Ofwel
n∑
r=1

θ2j ≤ n.
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Verder zien we dat uit (10.1) volgt dat:

H = (θi(AU)ij)

H
(
UTij
)

= (θi(AU)ij)
(
UTij
)

(HUT )ij = θi(AUU
T )ij

(HUT )ij = θi(A)ij

(HUT )ij = θiaij

voor alle i, j. En omdat aii = 1 voor elke i vinden we ook

θi = (HUT )ii

voor 1 ≤ i ≤ n. Verder weten we hii = 1,∀i. We gebruiken nu lemma 50 en
zien dat

n∑
i=1

θ2i =

n∑
i=1

(
HUT

)2
ii

=

n∑
i=1

(
HUT

)2
ii

hii

≤
n∑
i=1

hii

=

n∑
i=1

1

= n.

Waarmee we hebben laten zien hetgeen we wilden bewijzen.
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11 Open probleem

Zoals beschreven in de inleiding is het niet-symmetrische geval van het relatieve
plankprobleem open. Deze luidt als volgt:

Vermoeden 57. Laat C een convex gebied in Rd zijn. Laat p1, p2, ... planken
zijn in Rd met normaalvectoren v1,v2, ... zodat C ⊂

⋃∞
i=1 pi dan

∞∑
i=1

w(pi)

w(C,vi)
≥ 1

Waarbij w(pi) de breedte van plank pi is en w(C, vi) de breedte van C in de
richting van v.

Het idee is dat de breedtes van de plank geschaald worden naar de breedte
van de vorm in de richting van de plank.

Voorbeeld 58. We bekijken de volgende niet-symmetrische vorm in R2:

4

2
√

2 2
√

2

Figuur 12: Niet-symmetrische vorm overdekt door drie planken

De getallen zichtbaar in de figuur geven de w(C, vi) aan. We zien:

Blauwe plank p1: w(p1) =
1

2

√
2 (11.1)

Groene plank p2: w(p2) = 1
1

2
(11.2)

Rode plank p3: w(p3) =
√

2 (11.3)

en zo
∞∑
i=1

w(pi)

w(C,vi)
=

1
2

√
2

2
√

2
+

11
2

4
+

√
2

2
√

2
=

1

4
+

3

8
+

1

2
=

9

8
≥ 1.

We zien dus dat het vermoeden in dit specifieke geval klopt.
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