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Samenvatting

Het plankprobleem gaat over het overdekken van convexe vormen met hyper-
vlakken. De gegeven stellingen en bewijzen in het artikel “The plank problem
for symmetric bodies” van Keith Ball zijn lastig te begrijpen voor bacholor
wiskunde studenten. In dit verslag wordt verduidelijking gegeven van dit arti-
kel zodat deze begrijpelijk en toegankelijk wordt voor anderen. Hierbij speelt
de trace-class een belangrijke rol en komt er veel lineaire algebra over symme-
trische matrices voorbij.
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1 Inleiding

De Pools-Amerikaanse wiskundige Alfred Tarski heeft in de jaren 30 van de
vorige eeuw onderzoek gedaan naar wat later het plankprobleem is geworden.
Het idee is als volgt: Je kan planken maken in R?. Dit doe je door de ruimte
te bekijken tussen parallelle hypervlakken. In R? is dit relatief eenvoudig voor
te stellen. De hypervlakken zijn dan enkel lijnen door het platte vlak. De
ruimte er tussen wordt dan een oneindig lange strook in het platte vlak.

Figuur 1: Plank in R?

Met deze planken kun je vervolgens vormen bedekken. Tarski stelde de
vraag of, als je een vorm bedekt met planken, de som van de breedtes van
deze planken ten minste de minimale breedte van de vorm moet zijn.

Stelling (Tarski’s plankprobleem [5]). Als een rij planken een conveze
vorm C € R overdekt dan is de totale breedte van de planken minimaal w(C).
Waarbij w(C) de minimale w is van een plank met breedte w welke C' overdekt.

Intuitief lijkt dit logisch. Toch wist Tarski zijn stelling enkel voor de een-
heidsschijf in R? te bewijzen. In zijn paper getiteld: Plank theorems, gebruikt
Tarski een bewijs welke gebaseerd is op feiten ontdekt door Archimedes twee
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millennia geleden.

Het heeft tot de jaren 50 van de vorige eeuw geduurd om het algemene
geval op te lossen. Dit werd gedaan door Thgger Bang in 1951 [2]. Naast het
bewijzen van de stelling van Tarski, heeft Bang een nieuwe vraag gesteld, een
sterkere versie van Tarski’s plankprobleem. In deze sterkere versie, die bekend
staat als het “Relatieve plankprobleem” worden de breedtes van de planken
gemeten ten opzichte van de breedte van de convexe vorm in de richting van
de plank. Dus elke breedte van de plank wordt gemeten relatief ten opzichte
van de breedte van de vorm. Dit vermoeden is nog steeds open. Een voorbeeld
kan worden gevonden in Hoofdstuk 11. Bang heeft in zijn paper wel een bewijs
gegeven voor het geval er slechts twee planken zijn.

In 1991 heeft Keith Ball een bewijs gegeven voor een variant van het rela-
tieve plankprobleem. Namelijk het relatieve plankprobleem voor symmetrische
vormen. Dit deed hij in het artikel “The plank problem for symmetric bodies”

1].

In dit verslag bekijken we dit artikel van Ball uit 1991 uitgebreid. Het
doel is de details van de bewijzen gepresenteerd in het artikel uit te zoeken
en toegankelijker te maken anderen. Dit zal worden gedaan door alles op te
bouwen uit definities en stellingen die behandeld zijn in de bacholor technische
wiskunde van de TU Delft. Tevens zullen er voorbeelden en afbeeldingen
worden gebruikt hiervoor.
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2 Ball’s probleemstelling

We beginnen met het introduceren van enkele definities en een lemma.

Definitie 1. Een deelverzameling D van een reéle vectorruimte is convex
indien ieder lijnstuk waarvan de eindpunten tot D behoren, in zijn geheel
binnen D ligt:

Ve,y € DVt € [0,1] x4ty —x) € D

Grafisch kan dit als volgt worden gezien:

x ~_)
/

Figuur 2: Convexe vorm Figuur 3: Niet-convexe vorm

Deze zelfde definitie werkt uiteraard ook in hogere dimensies.

Definitie 2. De minimale breedte van een verzameling D van een reéle
of complexe genormeerde vectorruimte is de minimale afstand tussen twee
parallelle lijnen waartussen de verzameling D ligt.

Het idee van de stelling is nu als volgt: als een convexe vorm met minimale
breedte w, volledig bedekt is door planken, dan is de som van de breedtes van
die planken tenminste w. In dit verslag gaan we het bewijs geven voor een
specifieke variant van de stelling. Hier boven hebben we ons beperkt tot con-
vexe vormen, nu gaan we ons nog verder beperken. Namelijk tot symmetrische

vormen.

Verder maken we gebruik van genormeerde ruimtes, Banachruimtes en functi-
onalen.

Definitie 3. Een genormeerde ruimte is een paar (X, || -||) waarbij X een
vectorruimte is en || - || een norm op X.

Definitie 4. Een Banachruimte is een volledige genormeerde vectorruimte.

Waarbij volledig betekent dat Cauchy-rijen van vectoren altijd convergeren
naar limieten in deze ruimte.

Definitie 5. Een functionaal is een lineaire afbeelding van een ruimte X naar
de reéle getallen. Lineair betekent dat geldt: p(ax + By) = ap(x) + Be(y).
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Vaak is X hierbij een ruimte van functies.

Voorbeeld 6. De Riemann integraal is een lineare functionaal waarbij de
vectorruimte de Rieman integreerbare functies zijn.

b
fr—>/ f(t)dt

Lemma 7. X = R? en kies y € R? vast. Definieer nu Py - R — R
door @y(x) = (z,y). Laat nu ¢ : R — R een functionaal zijn. Definieer
yi = @(e;) eny = (y1,...,yn). Dan geldt:

Y = Py-

Bewijs van lemma 7. Bekijk © = > | a;e;. Merk op:

p(x) = Za#ﬂ(ez‘) = Zaiyi
i=1 i=1

n n
(z,y) = Zaz’<€my> = ZO@?J@'-
i=1 i=1

En we zien dat ¢(z) = (z,y). Dus concluderen we ¢ = ¢,. Er geldt dat elke
lineaire functionaal ¢ : X — R de vorm heeft (z,y) met y € X.
O

Definitie 8. Stel dat X een genormeerde ruimte is. Dan heeft een plank in
deze ruimte de volgende vorm:

fe € X :|6(a) —m| < w)

waarbij ¢ # 0 een functionaal is, m € Ren w € R > 0Vi. Als ¢ een functionaal
is met norm 1, dan is w de helft van de breedte van de plank.

In het R? vlak ziet dit er als volgt uit:
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Figuur 4: Plank in R?

Voorbeeld 9. Definieer H; = {x € X : ¢;(z) = m;}. Omdat we m; zo kunnen
kiezen als we willen kunnen we zonder verlies van algemeenheid aannemen dat
l|pi]| = 1. Neem zg € X : ¢;(x9) # 0. Definieer nu t = ¢:('ZO) en yp =t - xo.
Dan ¢;(yo) = tpi(zo) = m;. Bekijk nu

Hi —yo={z —yo € X : ¢i(z) = m;}
= {2 € X : ¢i(yo + 2) = mi}
={z € X : ¢i(yo) + ¢i(2) = m;}
={ze€ X :m;+ ¢i(z) = m;}
={z € X : ¢i(z) =0},

waarbij z = x — yo. Merk op dat H; — yo dus een lineaire deelruimte is van X.
H; is dus een verschoven lineaire deelruimte. We zagen in Voorbeeld 7 dat er
een v; € X bestaat zodat ¢;(z) = (v;, z). Nuis H; — yo te herschrijven naar

Hi—yo={z€ X :(vj,2) =0}

We krijgen dan de volgende stelling

]
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Stelling 10 (Ball [1]). Laat D1(0) de gesloten eenheidsbol van de Bana-
chruimte X zign, waarbiy X eindig dimensionaal. Laat p1, ..., p, 2o dat:

pi =1{z € X :|¢i(x) — m;| < w;}

een verzameling planken zijn. En elke ¢; heeft norm 1. Dan geldt als D1(0) C

Dit is in R? wederom intuitief relatief duidelijk. Zie ook onderstaande
afbeelding.

Figuur 5: Eenheidscirkel in R?

Om bovenstaande cirkel te bedekken met planken zal de totale som van de
breedtes van de planken intuitief minimaal gelijk moeten zijn aan de diameter
van de cirkel. Ofwel de som van de half-breedtes moeten minimaal gelijk zijn
aan de straal van de cirkel, welke 1 is.

Lemma 11. Stelling 10 heeft de volgende drie equivalenties die direct duidelijk
zign: Laat D1(0) de gesloten einheidsbol van de Banachruimte X zijn, waarbij
X eindig dimensitonaal. Laat p1, ..., pn zodat:

pi={z € X :[¢i(x) — m;| < w;}
een verzameling planken zijn. En elke ¢; heeft norm 1. Dan
1. Ofwel als Y7 w; < 1 dan geldt D1 (0) ¢ U7, ps
2. Ofwel als Y iy w; < 1 dan geldt Dy (0) Ny (p5) # 0
3. Ofwel als Y w; <1 dan 3||z|| <1 zodat Vi : |¢i(x) — my| > w;

We laten nu zien dat Stelling 10 ook geldt als de w; gelijk zijn.

]
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3 Gelijke planken
We gaan laten zien dat we in Stelling 10 kunnen aannemen dat alle w; gelijk
zijn. Hiervoor beginnen we met het bewijzen van twee lemma’s.

Lemma 12. Voort,m € R enp € Z>g en q € Z~qo geldt:

|t—m|>g
q

<
1
|t —my| > 3 Vk=—-(p—1),..,—1,0,1,..,p

1

waarbij mp = m + g -3

Bewijs van lemma 12. 7Z.v.v.a kunnen we aannemen dat ¢ = 1, we kunnen
immers alles met ¢ vermenigvuldigen. We zien

[t —m|>p
<~
t k+ L > L Vk € I,
m 2|~ 2 P
waarbij I, = {—(p —1),...,—1,0,1,...,p}. Z.v.v.a kunnen we nemen m = 0,
we zien
1 1
|t|>p<:>‘t—k+2‘>2 Vk e I, (3.1)
Dit is equivalent aan
1 1
|t|§p<:>3k:elp:'t—k:+2‘§2. (3.2)

Als we nu kiezen k = [t] € I,. Dan zien we

—1<t—[t] <0
—1<t—[ﬂ+1<1
2 27 2
en dus
1t—l<:+1 <1
21 7 2

Om de andere kant op te bewijzen gebruiken we (3.1), als |¢| > p dan
t—k>0 of t—k<-1

wat equivalent is met

t—k+%>% of t—k+%<—%
en zien we
RS R
t + 5 > 5 .
Waarmee we beide richtingen hebben aangetoond. O
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Lemma 13. Als stelling 10 geldt met w; € Q, dan geldt stelling 10 ook met
w; € R.

Bewijs van lemma 13. We gebruiken dat stelling 10 equivalent is aan (3) uit
lemma 11.
Stel >, w; < 1, met w; € [0,00) dan t.b. 3|z < 1 zodat Vi

|pi () — m;| > w;.

Aldus, kies w; € [0,00)Q zodat w; > w; maar zodat Y ., w; < 1. Dan
passen we stelling 10 toe op w; en zien: 3||z|| < 1:

|pi () —my| > w; > w; Vi

Lemma 14. Als stelling 10 geldt met alle w; gelijk, dan geldt stelling 10.

Bewijs van lemma 14. We gebruiken wederom dat stelling 10 equivalent is aan
(3) uit lemma 11.

Z.v.v.a kunnen we wegens lemma 13 aannemen dat w; = Z—: waarbij p; € Z>g
en q; € Z~g. Definieer nu

q=q1-q2 " qn € Lo

en ¢
(’ﬁ — E S Z>0.
(]
We zien: B
[Gi(w) —myf > 2t = P
q; q
Toepassen van lemma 12 geeft:
[gs(@) =l > PEL i
q
<
1 .
|pi(x) —mi x| > % Vi, k
met mip = mi + £ — 3i € {L,.,n}k € {=(p; = 1),..,—1,0,1,...,p;}. We
zien dat we dus w; = qu kunnen nemen. ]

We introduceren nu de volgende stelling en laten vervolgens zien dat stel-
ling 10 uit deze stelling volgt.

Stelling 15. Als (¢;)] eenheidsfunctionalen op een eindig dimensionale genor-

meerde ruimte X zijn, (m;)} zign reéle getallen en w € R zo dat Y ;- jw =1

dan is er een punt x in de gesloten eenheidsbol van X zodat:

|i(x) —m;| > w voor elke i

5
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Lemma 16. Stelling 10 volgt uit stelling 15.

Bewijs van Lemma 16. We gebruiken dat Stelling 10 equivalent is aan (3) uit
Lemma 11. We zagen in Lemma 14 dat het voldoende is 10 aan te tonen
waarbij alle w; gelijk zijn. Aldus

t.b. Stelling 15 = (3) met w; = w.

Aldus, laat > ; w < 1, definieer w = % Dan:

n
d w=1.
i=1
Dus 3 ||z|| <1 zodat:
Vi |pi(z) — mi| > w > w.
O

Het bewijzen van Stelling 15 is niet triviaal. We hebben hiervoor ver-
schillende tussenresultaten nodig en zullen de stelling uiteindelijk nogmaals
omschrijven naar een andere vorm, voordat we deze bewijzen. Eerst staan we
echter stil bij een gevolg van Stelling 15.

5
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4 Opvallend gevolg

We bekijken een gevolg van Stelling 15. Hiervoor hebben we het volgende
begrip nodig:

Definitie 17. Een vorm is symmetrisch rond y als Vo € X geldt:
r+yeC < —ax+yeC.
We noemen een vorm symmetrisch als Jy : C' is symmetrisch rond y.
Dat brengt ons bij het gevolg van stelling 15:

Gevolg 18. Laatn € N en C' C X waarbij X eindig dimensionaal en zodat C

een gesloten convexe symmetrische vorm is in R% en (H;)} zign hypervlakken,

dan is er een verzameling van de vorm
1
r+——CcC
n+1

zodat

inw (z + C)NH;, =0  Vi.

n+1

Bij de R? variant van de stelling is het idee dat als je een specifieke vorm
hebt die wordt doorsneden door een n aantal rechte lijnen in het vlak en je
deze vorm n + 1 keer verkleint, dat je dan deze verkleining kan leggen in je
oorspronkelijke vorm zonder dat deze snijdt met een rechte lijn. Grafisch ziet
dat er als volgt uit:

Y Y

/S /) =

Figuur 6: Vorm met 2 rechte Figuur 7: Vorm met 3 maal ei-
lijnen er door. gen verkleining er in

Voorbeeld 19. We laten zien dat het noodzakelijk is om het inwendige te

nemen. Als men immers voor een C, n hypervlakken kiest loodrecht staand
op de minimale breedte van C'. Dan wordt C opgesplitst in n+ 1 stroken. Als

5
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men vervolgens C' n+ 1 maal verkleint dan is er geen plek om deze verkleining
neer te leggen zonder dat deze minimaal 1 raakpunt met een H; heeft.

Y

LT

Figuur 8: Symmetrische vorm
met n = 3 hypervlakken lood-

recht op minimale breedte.

)

S1

LT

)
")

Figuur 9: Symmetrische vorm
met n + 1 = 4 maal eigen ver-
kleining er in.

In bovenstaand voorbeeld voor n = 3 zijn er twee raakpunten, s; en ss.

Door inw(z +

e

) te nemen is er geen raakpunt meer in s; en $s.

Voordat we Gevolg 18 bewijzen bekijken hebben we eerst nog een aantal
lemma’s en definities nodig die we zullen gebruiken in het bewijs van Gevolg

18.

Lemma 20. Laat C' C X een begrensde convexe verzameling zijn symmetrisch
rond 0 zodanig dat 3¢ > 0 € R : B,(0) C C. (Om de oorsprong is aan elke

kant een beetje C). Dan geldt

1S een norm.

p(x) = inf{t > O:%E C}

Bovenstaande norm wordt de Minkowski-norm genoemd.

Intuitief kan p(x) als volgt worden gezien:

]
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N

Figuur 10: z wordt verkleint en komt binnen C te liggen.

x wordt verkleint met factor ¢ waardoor 2’ = % binnen C komt te liggen.

Bewijs van lemma 20. Merk op dat p(z) > 0,Vz € X. Immers omdat C
begrensd is geldt dat

Vte{t>0:%€0}:t20

en moet ook het infimum ook > 0 zijn. Merk op dat voor ¢’ = H (f) H geldt:
2

’ e <een B(0) CC
I
2
dus .
— e C.
x
(1)
Bovendien t’ = H( )H < oo en t < t' omdat het infimum wordt genomen,

dustgooendusp( ) < 0.

Nu laten we zien dat p(z) = 0 = = = 0. Stel dat p(z) = 0 dan is er een rij
getallen a; > az > ... afnemend naar 0 zodat -~ € C. Dus, omdat C begrensd
is, zeg C C {z € X : ||z|| < k}, 1mphceert de ongelijkheid ||~ || < k dat
l|z|| < ajk voor j =1,2,... en dus = 0.

Vervolgens tonen we aan p(a - x) = - p(x) voor « > 0 en x € X.

Stel dat o > 0 en p(x) = a. Dan is er een rij getallen t1, 9, ... zodat t; > 0,

T
—¢€Cen lim t;j=a

5
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Dan geldt omdat
oz

€cCen lm a-tj=a-a
Q- 1j J—>00
pla-z) < a-p(z)
Op gelijke manier vinden we voor de omgekeerde ongelijkheid dat:

1

a-p(x)=a-plata-z) <aa 'pla-x) = pla- )

Hiermee is het bewezen voor a > 0, echter geldt het ook voor a = 0 want dan
immers p(0) = 0.

Tenslotte laten we de driehoeksongelijkheid zien. Laat € > 0. Kies x,y € X
endanzijneroz>()enﬂ>()zodatgeCen%eCen

oz<p(az)+£enﬁ<p(y)+%.

2
Dan:
ﬂc+y: x n i
a+pf a+pB a+p
T «@ Y I3
T a+B8 a a+pB B
o« x I5; Y
Ca+p E+a+ﬁ B
Merk op dat:

o B a+pB
a+p a+p a+p
Dus volgt uit de definitie van convexiteit van C' dat:

1.

T4y @ T I} Y
= n— = e
a+pB a+p a+a+ﬂ B

En geldt dat:
p(z+y) <a+ B <plx)+py) +e

Omdat e willekeurig was vinden we:

p(z+y) < p(x) + py).

Waarmee we hebben aangetoond dat p(z) een norm is.
O

Definitie 21. We definiéren de open eenheidsbol BY(0) en de gesloten
eenheidsbol DY(0) als volgt:

BY(0) :=={z € X : p(z) < 1}
DY(0) :={z € X : p(z) < 1}.

Waarbij p(z) zoals beschreven in lemma 20.

5
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Lemma 22. Laat C zijn zoals in lemma 20. Dan geldt:
B{(0) = DY(0) (4.1)
BY(0) = inw C. 4.2
DY(0) =

Dit betekent dat indien C open is, (X,p) als eenheidsbol C' heeft.

Bewijs van lemma 22. We laten eerst (4.1) zien. Kies w € BY(0) en laat (zy,)
een rijtje zijn in BY(0) dat convergeert naar w. Dan geldt p(x,) < 1 voor alle
n, wegens de continuiteit van de norm geeft dat:

lim p(z,) =p( lim_z,) = p(w) < 1.

n—aoo n—aoo

Dus zien we w € D¥(0), en volgt BY(0) C DY(0).

Kies w € DY(0). Als p(w) = 1 dan y,, = (1 — )w € BY(0) voor alle n en
ook y, — w. Daarom is w € B} (0) en dus ook D7(0) C BY(0), waarmee we
hebben laten zien dat BY(0) = D7(0).

~—

We laten nu (4.2) zien. Kies 2 € BY(0). Dan geldt inf{t > 0: ¥ € C} < 1.
Er is dus een t € (0,1) zodat § € C. Omdat C convex is geldt dan

t§+(1—t)-060
t.-Tec

t
xeC.

Dus
B{’(O) cC, (4.4)

en omdat BY(0) open is vinden we BY(0) C inw C.
Kies nu z € inw C en kies € > 0: Bc(z) C C. Dan

:z:—i-E-xEBe(x)CC

2 (4.5)
(1+E>x€C’.

2

Kies nu ¢t = ;7= Dan geldt dat ¢ € (0,1) en uit (4.5) volgt

l\J

1+ 5
%: Lf =x- 12:{5(14-%)60.
T+

Waarmee we zien dat x € BY(0). We concluderen BY(0) = inw C'

We laten nu (4.3) zien. Vanwege (4.4) weten we dat ook Bp( ) C C. En
zien we:

DP(0) = BP(0) c C.

Delft 16



Verder zagen we dat inw C' C BY(0). Dus ook inw C C BY(0) = DY(0). En
volgt: B
C c D¥(0)

We concluderen D¥(0) = C.
En dus zien we ook dat als C' open is dan heeft (X, p) als eenheidsbol C.
O

We bekijken nu nog één definitie en één resultaat nodig om Gevolg 18 te
kunnen aantonen. Daarnaast doen we ook nog enkele observaties.

Definitie 23.
X" :={¢: X — R : ¢ is lineair}

Lemma 24. Laat ¢ € X*. Dan s

6]l € sup |g(z)|

[|z]|<1
een goed gedefinieerde norm.

Bewigs van lemma 24. We laten eerst zien dat ||¢|| > 0 en dat ||¢|] = 0 =
x = 0. Het is triviaal dat ||¢|| > 0 vanwege de absolute waarde. Verder

16l = 0= sup [¢(z)| =0=0< ¢(z) <0 = ¢(z) = 0z
l2][<1

We laten nu zien dat ||ag|| = |a] - ||z|| Va € R. Aldus:

lagl| = sup |ag(z)| = sup |afl¢(z)| = |af sup |p(z)] = |- [|o]].

[]]<1 [lz]|<1 llz]|<1

Tenslotte laten we zien dat ||¢1 + ¢a|| < ||P1]] + ||P2|| Vi € X*. Aldus:

|p1(x) + d2(2)| < |d1(z)| + [@a(2)]
< |lp1l] + [|2]]
Dus

||¢1(2) + da(2)[] < [[dall + [l 2]l

Dan zijn we nu aangekomen bij het bewijs van Gevolg 18.

Bewijs van Gevolg 18. Laat X een eindig dimensionale vectorruimte zijn over
R. Laat {x1,...,2n} een basis zijn voor X. Dan geldt z = ) " | a;z; met
(a1, ...,a0n) € R™ We gebruiken voor ¢; de norm zoals gedefinieerd is in
lemma 24.

5
TUDelft 17



We gebruiken nu Stelling 15. Waarbij we de w; gelijk kiezen vanwege
lemma 14. We kiezen w; = % En passen de stelling toe op een willekeurige
mg, 37 : ||z|| < 1.

- 1

|pi(z) — my| > o

n - n o __ 1
ey Ll e UL =

n o n o __ 1
oG ™ 2

Benoem nu z = -2-7 en ook m; = nLHmZ Dan volgt

n+1

s(x) —ma > ——

n+1
C' is de eenheidsbol van (X, p) (Lemma 22), dus aangezien ||z|| < 1 en C ge-
sloten geldt Z € C en zien we ook dat x = nH:U € 7 +C.

We laten nu zien dat x + 27C C C. Merk op dat =+ n+1C {:U+ nHy
y € C}. Kiesnuy € C w1llekeur1g Dan moeten we aantonen dat: z+ -2 n+1 eC.

y _ on - 1

$+n+1 _n+1m+n—|—1y'

Omdat C convex is weten we dat Yz, ...z, € C,VA1, ..., A, € [0,1] : D0 i =

1 geldt dat
Z Nz € C.
i=1

Dit volgt uit het toepassen van inductie op de definitie van convex. Merk op

dat n+1+n+1 1len z,y € C dus volgt :L‘+n+1 eC.

Alsy € inw (:L’ + %HC'), dan (y—z) € n—Hlnw C'. Dus volgt dat ||[y—z|| <
%. FEr geldt:

|9i(y) — ¢i(z)| = [i(z — y)|

1
<1l lly = ll < — .

Dit geeft ons

[(#i(y) —mi) — (¢i(z) —my)| < —— . (4.6)

We laten nu zien dat ®(y) —m; hetzelfde teken heeft als ¢;(x) —m;. We weten
dat [p(x) —m4| > +1 We onderscheiden de volgende twee gevallen

Geval 1: ¢(x) —m; > n+1
Om (4.6) te laten kloppen moet wel ¢(y) — m; > 0

5
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Geval 2: ¢p(x) —m; < _%H

Om (4.6) te laten kloppen moet nu wel ¢(y) —m; <0
En zien we dus dat ¢(y) — m; hetzelfde teken heeft als ¢;(x) —m;. We kunnen

concluderen dat als = aan een bepaalde kant van H; zit dan zit x + %_HC' aan
diezelfde kant van H;. Ofwel

1
inw (z+ ——C)NH; =0 V4.
n—+1

H; y
> my;

< m;

Figuur 11: Ligging van x en x + %HC is aan dezelfde kant van H;

5
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5 Ball’s formulering voor symmetrische matrices

Om stelling 15 uiteindelijk te kunnen bewijzen is het handig om over te gaan
naar een matrixvariant van deze stelling.

Deze variant is stelling 25. We zullen laten zien dat stelling 15 en stelling 25
equivalent zijn.

Stelling 25. Laat A = (ai;) een n x n matriz zijn met a; = 1Vi. Laat (m;)7}
een rij zijn van reéle getallen en w € R met w > 0 zodat > ;- ; w < 1. Dan is

er een rij (A\j)7 met
n
dolst
j=1

zodat voor elke 1,
n
Zai]’)\j — my Z w. (51)
j=1

Lemma 26. stelling 15 en stelling 25 zijn equivalent.

Bewijs van Lemma 26. We laten eerst zien dat stelling 15 volgt uit stelling
25. Laat (¢)} een rij functionalen zijn met norm 1 op X en ) ;" w = 1.
Construeer de matrix A = (a;;) door:

waar voor elke j, x; een punt is in de eenheidsbol van X zodat ¢; zijn norm
van 1 aanneemt:

¢j(x;) = |lzj]| = 1.
Merk op dat een dusdanig punt x; bestaat wegens het feit dat Bx compact

is dus ¢; neemt zijn maximum van 1 aan op By wegens de extremumstelling
(Extreme value theorem). Als ()7 een rij reéle getallen is met

n
pOIIVES
j=1
dan heeft de vector x = 22}21 Ajx; ten hoogste norm 1, en geldt er voor elke

Z,
i) = ayh
J
Dus (5.1) geeft:
|¢i(x) —mi| = w

Waarmee we hebben laten zien dat stelling 15 volgt uit stelling 25.
We laten nu zien dat stelling 25 volgt uit stelling 15.
Stel stelling 25 klopt met

n

szl

=1

5
TUDelft 20



We laten zien dat dan stelling 25 ook klopt met > ; w < 1.
Aldus neem w zodat Y ; w < 1, definieer

Definieer \; = )Tj - > i w, dan geldt \; < 1. En zien we:

n
E aij)\j —m; Z w.
7=1

We hoeven nu dus nog enkel te laten zien dat stelling 25 volgt uit stelling
15 waarbij we mogen uitgaan van » ;_, w = 1. Aldus, laat ¢; : I — R,
pi(r) = >°7_ aijrj. Dan [[p;]| > 1. Definieer ¢; = ”22”. Dan ||¢i]| = 1. Uit
stelling 15 volgt I\ € [L:

m;

P = o

>wen [N <.

Waarna volgt:

Zaij)\j —m;| = |pi(A) — my|
j=1

®i(N)

il > w|l@ill > w.

m;
14l
We concluderen dat stelling 25 volgt uit stelling 15. O

Het bewijzen van stelling 25 (en daarmee ook 15) is nu nog steeds lastig.
Daarom beginnen we met het bewijzen van nog een variant. Ditmaal een
variant van stelling 25 maar dan met symmetrische matrices.

Stelling 27. Laat H = (h;j) een symmetrische n x n matriz zijn met de
waarden op de diagonaal gelijk aan 1. Zij ()} een rij van reéle getallen en
(0;)7 een rij van positieve getallen. Dan is er een rij van tekens (€;)7 met
€; = £1Vj zodat voor elke i:

D hijeib — pil > ;.
j

5
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Bewijs. Kies de tekens (€;)} zodanig dat

Z Z hijeie;0;0; — 2 Z €:0; 14;

=1 j=1
maximaal is. Kies een k € N:1 < k < n vast en definieer (§)} door
PO als j £ k
T - alsj=k

Dan geldt omdat (¢;)} zo waren gekozen dat Y 7y D770 hijeie;0i0;—23 0" €
maximaal is dat:

Zn:ihijéiajeie 225 Oip; < ZZM%Q 0; zzn:eieim.
=1 j=1 i=1 j=1 i=1
Waarna volgt:
0< i i h,-jeiejﬁiej -2 i ezﬂiui - (i i h”(SZ(SJ@ZGJ -2 i (5191/%)
i=1 j=1 i=1 =1 j=1 1=1

Uitwerken geeft:

o<Zth% 0 —2261 i — ZZWSMG +2259M

i=1 j=1 i=1 j=1
Herpositioneren geeft:
n n
0<> ) hijeie;fif; — ZZthae +2259M 2261 i (5.2)
i=1 j=1 i=1 j=1

We bekijken eerst de twee enkele sommen. Deze kunnen als volgt worden
opgeschreven:

n n n n
2 Z 0i0ipt; — 2 Z €ibipi = 2 Z €ibipi + 2(—ex) O — 2 Z €i0;ip1; — 2€,01 1y,
i—1 =1 itk itk

Dipei + 2(—€x) O i — 261011,

= — 2¢Ok ik — 2€x0k 11k
= —dep Ok pig.

We bekijken nu de dubbele sommen. Omdag H symmetrisch kunnen we ge-
bruiken dat h;; = hj;.

Zn: Zn: hijeie;0;0; — Zn: Zn: hij6:0;0:0; -

i=1 j=1 i=1 j=1
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We bekijken eerst a

a = Z(Z hl-jeiejﬂﬂj + hikeiewiﬁk)

i=1 j#k

= Z(Z hijei€;0:0; + higeier0:0r) + Z hijerejOr0; + hipereri0y
£k j#k J#k

= Z Z hijei€;0;0; + Z hireier0:0, + Z hyjerej0r0; + hyperer0i0y
i#£k j#£k i#k j#k

= Z Z hijei€;0;0; + 2 Z hijerei0k0; + hiperer0iOs.
i#k j#k J#k

We bekijken nu b

b= ( Zhwd €;0i0; + hir(—€i)ex0if)
1=1 j;ék
= Z Z hijei€;j0;0; — hireiertiby) + Z hij(—€r)€i0k0; — (hpgr(—€r)€xbrbk

J#k Jj#k

Z hijeie;0;0; — Z hireier0i0, — Z hijere;j0r0; + hiperer0i0s

i#k
n
>

7k ik ik i#k
n
>

i#k

Z hijfifjaiej -2 Z hkjékejﬂk@j + hpr€r€r0i0 .
J#k J#k

Er volgt
n
a—b=4 hgjere;0k0;
ik
n
= 4Ek0k Z hkjEjej
J7#k
We hebben nu alles om uitdrukking (5.2) korter te schrijven en vinden:

0< ) ) hijeie;0i0; — ZthMee +2259M 2262 iHi

i=1 j=1 =1 j=1

n
= 4.0, Z hijei0; — 4eOk pug.
J#k
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Omdat er geldt dat hir = 1 vinden we:

0 < 4e1.0; Z hyjei0; — 4de Ok puy

J#k
n
= 4€k9k(z hij€i0; — hinerOi) — 4exbppig
j=1
jTL
= 4€k6k Z hkjej'ej -4 Ez 9]% — 4ek9kuk
j=1 ~~

=1

n
= dex0p Y hyje;l; — 407 — degbpug
j=1

—

407 < Aepbr (> hijeit; — )
j=1

n
= 46k’ thjejej - ,uk],
j=1

wat als conclusie geeft dat:
n
Oh <1 hrjeif — -
=1

Omdat k willekeurig was hebben we nu de stelling bewezen. O

Voorbeeld 28. Merk op dat de eis van symmetrie noodzakelijk is. Bij de
matrix (_11 %) met 61 = 60y =1 en pu; = pg = 0 geldt stelling 27 bijvoorbeeld

niet. Immers voor ¢ = 1

j=1
=ler + e > 1.
Merk op dat dit betekent dat ofwel
eg=1lene =1 (5.3)
ofwel
€ =—lene =—1. (5.4)

We bekijken nu het geval voor ¢ = 2

> hijej — il = |(~1er = 0) + (lez — 0)]

j=1
:‘—614-62‘21.
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Dit klopt enkel als €; en ey tegengestelde tekens hebben, maar we zagen zojuist
bij (5.3) en (5.4) dat ze gelijk teken moeten hebben. Dus zien we dat stelling
27 niet geldt voor deze matrix.

We kunnen nu nog niet direct overgaan tot het bewijs van stelling 25.
Daarvoor zullen we eerst nog enkele nieuwe notaties en nieuwe resultaten nodig
hebben. In het volgende hoofdstuk wordt daarmee begonnen.

5
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6 De trace van een matrix

In dit hoofdstuk zullen enkele nieuwe begrippen worden geintroduceerd en
zullen enkele nieuwe, later benodigde resultaten worden gevonden.

Definitie 29. Een n x n matrix A is positief definiet als 27 Az een getal
groter dan 0 oplevert voor elke vector z = x1, ..., x, met x; € RVi.

Definitie 30. Een positieve matrix is een matrix die symmetrisch is en
positief definiet.

Definitie 31. Een singuliere waardes van een m X n matrix A zijn de
positieve wortels van de eigenwaarden van de n x n matrix AT A.

We merken daarbij op dat de eigenwaardes van AT A niet-negatief zijn,
immers:

Mo, v) = (W, v) = (AT Av,v) = (Av, Av) > 0.
Definitie 32. Laat R™ een eindig dimensionale ruimte zijn met {e;};cs als
orthonormale basis voor H. De trace van een matrix A wordt gegeven door

trace(A) = Z el Ae;
i=1

waarbij (e;)} een orthonormale basis is voor R”

We bekijken een aantal lemma’s over de trace van een matrix. Welke we
hieronder zullen bewijzen.

Lemma 33. trace(A) hangt niet af van de keuze voor de orthonormale basis.
Lemma 34. .
trace(A) = Z i
i=1
Waarbij (A)i; het element van a is in kolom i en rij i.

Lemma 35.
trace(AB) = trace(BA)

Lemma 36.

n
trace(A) = Z Ai
i=1
Waarbij \; de eigenwaardes van A zijn, inclusief algebraische multipliciteiten.

Bewijs van lemma 33. Laat uy en e; twee orthonormale basissen zijn voor R™.

Te bewijzen:
n

n
Z elTAeZ- = Z u{Auk.
k=1

=1
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Aldus, we kunnen willekeuige x en y € R™ schrijven als

n n

x = elze en Yy = Zufy Uk (6.1)
=1 k=1

Neem nu y = e; dan vinden we:

n
€; = E uzeiuk
k=1

vermenigvuldiging met A geeft

n
Ae; = A E ugeiuk
k=1

= Z ul e; Auy. (6.2)
k=1

We gebruiken nu (6.2) om >, el Ae; te herschrijven

7

n n n
Z el Ae; = Z el Z ule; Auy,
i=1 k=1

i=1

= i i elule; Auy, (6.3)

i=1 k=1

We nemen nu = = ul en vinden via (6.1):

n

ul = E elule;
=1

vermenigvuldigen met A geeft

n

ul A = Z elule;A. (6.4)
i=1
We gebruiken (6.4) om Y ; ul Auy, te herschrijven

n n n
E ul Auy, = g elule;A | up
= =1

k=1 u=1

= Zn: Zn: elul'e; Auy,. (6.5)

k=1 i=1
We zien dat (6.3) = (6.5) en dus dat

n n
g el Ae; = g ul Auy.
i=1 k=1

Waarmee we hebben laten zien dat de trace niet athangt van de keuze van
orthonormale basis. O
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Bewijs van lemma 34. Merk op dat we net zagen dat de keuze voor basis niet
uitmaakt voor de trace. Daarom is het voldoende in dit bewijs van de een-
heidsvectoren (e;) uit te gaan. Aldus, Ae; geeft een vector die gelijk is aan
kolom ¢ van de matrix A. Door vervolgens aan de linkerkant te vermenigvul-
digen met eZT krijgen we de precies de waarde op positie ¢ van deze vector. In
totaal zien we dus dat e,LTAeZ- precies de waarde van A oplevert in kolom ¢ en
rij 7 ofwel het levert a;; op. O

Bewijs van lemma 35. We maken gebruik van lemma 34 en van het volgende
feit dat volgt uit de definitie van matrixvermenigvuldiging:

(AB)I']‘ = Z aikbkj.
k=1

Aldus

trace(AB) = i(AB)ii

i=1

=3 ) airbki. (6.6)

i=1 k=1

Verder weten we ook: (BA);; = > p_; bigak; en dus (BA)y; = > ) _; bikak,
hernoemen van k naar ¢ en hernoemen van ¢ naar k geeft dat:

(BA)kk = > brittin

i=1
We bekijken

n

trace(BA) = Z(BA)kk
k=1

=3 briai

k=1 1i=1

= Z > aikbpi. (6.7)

Waarbij we in de laatste stap de sommen mogen omdraaien. We zien (6.6) =
(6.7), en concluderen
trace(AB) = trace(BA).
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Bewijs van lemma 36. We merken op dat elke matrix A te schrijven is in
Jordan-normaalvorm. Dat houdt in dat

A=TJT !

Waarbij J een n x n bovendriehoeksmatrix is met op de diagonaal de eigen-
waardes en 1" een inverteerbare n X n matrix is. Verder maken we gebruik van
lemma 35 en vinden:

trace(A) = trace(TJT ™) = trace(TT1J) = trace(J) = Z]“ = Z i
i=1 i=1

Waarmee we hebben laten zien dat trace(A) = >"7" ;| Ai. O

De laatste voor ons belangrijke toepassing van de trace staat beschreven in
het volgende hoofdstuk, waar een nieuwe matrixnorm zal worden geintroduceerd
welke gebaseerd is op de trace.
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7 De trace-norm

Definitie 37. De trace-class ||A||o1 van een reéle matrix A is gegeven door
|Aller = trace(|AJ)

waarbij |A| := (AT A)2.

Er wordt in bovenstaande definitie |A| gebruikt in plaats van A omdat er
negatieve waarden uit trace(A) kunnen komen, terwijl |A| slechts positieve
waarden op de diagonaal heeft en dus is trace(|A|) positief. Dit laten we in
het bewijs van het volgende lemma in detail zien.

Lemma 38. De trace-class ||Al|c1 is een goed gedefineerde norm.

Bewijs van lemma 38. We laten eerst zien ||A||c1 > 0. [3] Aldus, merk op dat

omdat
n

|Aller = trace(|A]) = trace((ATA)2) = Y ((ATA)2)y

i=1

het voldoende is te laten zien dat (AT A);; > 0. Er geldt dat

(BA)Z] = Z bikakj
k=1

en dus levert .
(ATA);; = Z AiQrj
k=1

na het nemen van j = i het volgende resultaat

n n
(ATA)i = apiari =Y ag; >0
k=1 k=137

en vinden we

[|Aller = 0.

We tonen nu aan dat ||A||c1 = 0= A =0. Aldus, als |[|A||c1 = 0 dan moet
gelden

n

> (AT 4)z); = 0.

=1

Zonet zagen we dat (ATA); > 0. Dus weten we dat in ons geval nu moet
gelden: (AT A); = 0. En zien we dat

0=(ATA); = Z AkiQli = Z aj;
k=1

k=1
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impliceert dat ag; = 0,ViVk en dus A = 0.
We laten nu zien dat a|A||cr = [|aAl|gr. Aldus,

n

ollAller = a( Y (AT A)2),)

i=1

Z (AT A)2),;

n

Z (AT A)2),,

=1
= trace(oz\A])
= [laAl[cr.

Tenslotte zouden we de driehoeksongelijkheid moeten aantonen. Echter ge-
bruiken we deze eigenschap niet in de rest van dit verslag. Het bewijs laten
we daarom achterwege. d

Lemma 39. Voor algemene matriz A geldt

[A[l2 < [|Aflcr-

Bewijs van lemma 39. We laten eerst zien dat || Aljc1 = > 1 si.
1
|Al|cr = trace <(ATA) 2) (7.1)

1
Wegens lemma 36 is dit gelijk aan de som van de eigenwaarde van (ATA) 2
We weten dat geldt ATA = UDUT met D = diag{s?,...s2} waarbij s?, 3721
de eigenwaarden van AT A zijn en U een unitaire matrix. Merk op

<(ATA) 5) T (AT A)
=UDpUT
= UD2D2UT
= UD2ID2UT
= up:UTUDzUT
- (UD%UT> (UD%UT).

1
En zien we dus dat (ATA) 2 = UD2UT. De som van de eigenwaarden hiervan
is gelijk aan > | s;. Dus (7.1) geeft ons dan:

JAller = Zsz
2
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We laten nu zien dat ook dat || A2 = > | s?. Merk op

i=1°7"

2
A% = < trace (ATA))

= trace (ATA)
Sy
=1

Wederom vanwege lemma 36. We gebruiken de gevonden twee resultaten nu
en zien:

n 2 n n n
A2, = (z ) N S TS
i=1 i=1 i#j i=1

Er geldt dat Z;&j sisj > 0 aangezien er is afgesproken in definitie 31 dat
singuliere waardes niet-negatief zijn. Dus kunnen we concluderen

[A]l2 < [[Allcr-
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8 Eigenschappen trace-class

In dit hoofdstuk staan twee belangrijke resultaten centraal. Deze resultaten
zijn lemma 40 en lemma 49. Vooral bij het bewijs van lemma 40 zijn veel
resultaten nodig. Ook deze resultaten zullen in dit hoofdstuk behandeld wor-
den.

Lemma 40. Laat B een n X n matrix zijn dan geldt:
||Bl|cr = max{trace(BU) : Uorthogonaal} (8.1)

Om lemma 40 te kunnen aantonen hebben we eerst enkele andere resultaten
nodig. Deze benodigde resultaten zijn lemma 42 t/m 48. We zullen ze eerst
formuleren en daarna stuk voor stuk bewijzen.

Definitie 41. We noteren S; voor de verzameling van alle j-dimensionale
deelruimtes van R"™ voor j =0, ...,n. Waarbij Sy = 0 en S,, = R"™.

Lemma 42. Laat A € R™ "™ een matriz zijn van rank n, met singuliere waar-
des s1,...,84 en laat

D = diag{s1,...,sp} € R™*" (met s>+ >8,>0)
Dan bestaan er unitaire matrices V.€ R™*™ en U € R™ ™ zodat:
A=VDUT.

We merken op als A = VDUT dan ATA = UD?UT en AAT = VD?VT.
Dus VAT A en vV AAT hebben dezelfde trace.

Lemma 43. Laat A € R™*"™ een Hermetische matriz zijn met eigenwaarden
Aly ey An. Zodat A1 > -+ > X,. Dan geldt

A
/\j:§1€a§§min{<<;’;§> cxeX ena:;zéO}

voor j =1,...,n.

Lemma 44. Laat A, B € R™™" en laat sj(A) en s;(BA), de singuliere waardes
van A en BA zign. Dan geldt:

sj(BA) <||B||s;(A).

Lemma 45. Laat A € R™ ™ en laat s1 > -+ > s, de singuliere waardes van
A zijn. Laat 1 < k < n. Dan geldt

det(WHAHAW) < 52 ... 52 det(WHW)
voor elke keuze van W € R*<k

We merken op dat in lemma 45 het geval k = n eenvoudig is vanwege
det(A - B) = det(A)det(B).
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Lemma 46. Laat A € R™*"™ en laat s1 > --- > s, de singuliere waardes van A
zign. Neem aan dat de eigenwaarden van A herhaald worden naar algebraische
multipliciteit, en geindext zodat || > |A2| > -+ > |A\n|. Dan geldt

M| M| < s10--8p voor k=1,...n

Lemma 47. Laat {a1,...,an} en {b1,...,b,} twee rijen getallen zijn zodat a; >
ag > -+ > ap enby >by>--->by en

k k
Zaj < ij, voor k=1,....,n (8.2)
j=1 j=1

dan geldt dat

b

@i e, voork=1,...,n.

el

M=

1 1

.
Il

J

Lemma 48. Laat A € R™™™ en laat s1,...,5, de singuliere waardes van A
zign en laat A1, ..., \n, de eigenwaardes van A zijn herhaald naar algebraische
multipliciteit en bovendien zodat |Ai| > -+ > |A,|. Dan

k k
ZP\HPSZs? voorp>0enk=1,..,n
J=1 J=1

Bewijs van lemma 42. We kiezen voor de kolommen van U een orthonormale
basis van eigenvectoren u; van AT A. Aangezien s? de eigenwaarden zijn van

AT A zien we:

T @24y
A Auj—sju].

We kiezen nu de kolommen v; van V' zodanig dat geldt:
Au; = s;v;. (8.3)
Dan zien we
(8jvj,skVE) = (Auy, Auyg)
= (Auj)T Auy
= ujTATAuk
= u?ATATTuk
= (ATAuj)T u
= (ATAuj,uk>
= (s?uj,uk>
s

H(uy, ).
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Voor j,k = 1,...,r. We weten dat u; allemaal orthonormaal zijn. Dat be-
tekent: [lu;|| = 1. En ook (uj,u;) = ||uj||> = 12 Dus als k = j dan zien
we:
2 2
(sjvj,55v5) = s5(uj,05) = s
en dus ook
2 2
(85v5,85v5) = sj(vj, vj) = sj.
We kunnen vaststellen dat als & = j dan (v;,v;) = 1 Echter als £ # j dan
(uj,uy) = 0 vanwege de orthogonaliteit. We zien

(5jVj, SpVE) = s?(uj, ug) = s? -0=0

en dus ook
(sjvj,85v5) = 55(vj,v;) = 0.

We kunnen concluderen dat als k£ # j dan (v;,v;) = 0. Kortweg

0, alsj#k
Vi, Vi) = 8.4
(v;v,) {17 i (5.4
We schrijven nu (8.3) in matrixvorm:
51
A[ul u,«}:[vl VT] :[vl VT]D.
87"
De matrix V = [vy -+ v, is unitair wegens (8.4). Dus zien we
A[ul ur] =VD
AU =VD
A=VDUT.
Waarmee we het gevraagde hebben aangetoond. O

Bewijs van lemma 43. We laten eerst zien dat

max min {(Ax,x) : x € X, [[x|| =1 en z # 0} < ;.
Xes;

Aldus, laat
Ay ey An

de eigenvectoren van matrix A representeren met bijbehorende orthonormale
eigenvectoren:
Vi,...,Vnp.

We maken Y; = span{vy,...,v;}, dim (Y;) =n — j + 1. We laten zien dat

X NY; # {0} voor alle keuzes van X € Sj.
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Er geldt dim (X;) = j. Dus

dm&; +dimY;=n+1-j5+j=n+1
We zoeken een niet triviale vector die in beide verzamelingen zit. Laat (vi)?jll_j
en (w;)]_; basissen zijn voor Y; en X. We moeten aantonen dat

n+1—j

J
E a;V; = E IBWj.
i=1 i=1

een niet triviale oplossing heeft. Dit kunnen we schijven in matrixvorm:

- - [e%1

Apt+1—j5| _ 0

S

Vi o Vngploj —W1ocor —Wp

_ I

Bovenstaande representeert niets anders dan het vinden van een nulruimte
van een matrix. Het betreft een n x (k + n) matrix. Deze matrix heeft meer
kolommen dan rijen en dus weten we dat er altijd een niet triviale oplossing
is. Er geldt dus inderdaad:

X NY; # 0 voor alle keuzes van X € Sj.

Er is dus een x € X NY; met y # 0, deze schrijven we als

n
X = E RV,
k=j

Er geldt dat de v; orthogonaal zijn, daarom geldt vanwege Pythagoras dat
i + V2 = vl + - llvyl* Vi
Waarna volgt:
X=0a5Vj+---+apvp
]l* = llov + - + cnva®
= ||ajvj||2 R ”O‘nvnH2
= o5 [|vjlI* + - + o flval? (8.5)

n
-t
k=j
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We zien nu

n n

(Ax,x) = Z Z ajap(Avi, v;)

i=j k=j
n
-3t
k=3
Omdat A; > --- > A\, weten we \; > )\ en zien we

Oéz)\j

-

£
I

J
n

I
>

Do
k=j
=\
Waarbij we gebruik maken van (8.5). We kunnen vaststellen:

min {(Ax,x) :x € X,||x||=1enx # 0} < \j

voor alle X € §;. Omdat het geldt voor alle X € S;, geldt het ook voor de de
maximale X. Dus geldt:

max min {(Ax,x) : x € X, [|x|| =1en x # 0} < \j.
XeS;

Nu laten we de andere ongelijkheid

Aj < max min {(Ax,x) 1z € X, ||x|| =1 en z # 0}
XeS;

zien. Aldus neem Y; = span{vy,...,v;}. We schrijven nu x = Zi:l apvy. Er
volgt:

J
<AX7 X> = Z ai)‘k
k=1

Omdat A1 > --- > )\, weten we A\ > \; en zien we

J
2D aiA
k=1

5
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Waarbij we gebruik maken van (8.5), enkel nu met x = oyvi+---+a;v;. En
zien we dus

min {(Ax,x) 1z € X,||x||=1enx # 0} > \;

voor alle X € S;. Omdat het geldt voor alle X € S;, geldt het ook voor de de
maximale X. Dus geldt:

max min {(Ax,x) : x € X, ||x|]| =1enx # 0} > \;.
XeS;

Waarmee we hebben laten zien dat

Aj = max min {(Ax,x) : x € X, ||x|| =1enx # 0}.
XeS;

O
Bewijs van lemma 44. We merken op dat s? de eigenwaardes zijn van AT A.

En dat s;(A) > --- > s,(A) Dit betekent dat we de uitdrukkingen gevonden
in lemma 43 kunnen gebruiken, aldus:

5j(A4)? = max min { (AT Ax,x) : x € X en ||x]| = 1} . (8.6)
XGS]'
Merk op dat
(AT Ax,x) = (Ax, Ax) = ||Ax]||%.
Waarmee (8.6) te herschrijven is naar

(A)? = in{||Ax|]*: 2z € X =1}.
(4)? = macmin {|[Ax]|* sz € ¥ en x| = 1)
op gelijke manier hebben we ook
sj(BA)? = max min {||BAx||? : x € X en ||x|| = 1} .
Xes;

Er geldt:
|BAx[| <[|B]|[|Ax]]

en ook
|BAx||* < ||B|]*|| Ax||*.

Waarmee we zien dat

min{HBAtz cx € Xen |x|| = 1} < min{HBHQHAxHQ:XE X en ||x|| = 1}

(8.7)
= ||B|]* min {||Ax||* : 2 € X en ||x|| =1}
(8.8)

aangezien ||B||? niet van x afhangt. En zien we

s;(BA)? <||B]*s;(A)”
waarna we concluderen
s;(BA) <||B||s;(A) voor j =1,...,n.

O
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Bewijs van lemma 45. We gebruiken lemma 42. Wegens dit lemma weten we
dat er unitaire matrices V en U € RP*P bestaan zodat A = VDUT Waarbij
D = diag{si, ..., sn} Dit geeft

A=VvDUT
vl =pUu”
VITAU =D (8.9)
Transponeren geeft
UTATv = DT = D. (8.10)

Nu geeft (8.10) en (8.9) samen
D* =UTATVVTAU = UT AT AU
en zien we ook
UD?UT = AT A.
Dit gebruiken we vervolgens
wrATAaw = wHuD*Uu"w
=wHUDDU"W
= BBT.

Waarbij B = DF en F = WHU. We maken nu gebruik van de Binet-Cauchy
formule, deze geeft

det(AB) = > det(Aj ) det(Bjy e )-

1<ji<<jr<n
Waarbij

A is een m X n matrix

B is een n X m matrix

1< 1,02, Jm <

Ajjsjm 18 de m X m matrix bestaande uit de kolommen ji, jo, ..., jm
van A.

Bj,jy..jm is de m X m matrix bestaande uit de rijen ji1, jo, ..., jm van B.

Dus

det(BBT) = Y det(Bjyj,..j,) det(B], )

J1Jg2 Jm
1< < <jp<n

omdat het transponeren van rijen kolommen geeft vinden we

= Z (det(lejz...jm))Q. (8'11)

1<j1 < <gg<n
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En verder

det(lejQ...jm) = det
L ~i1

fljl fljk S,
= det : :

f’fn T f’fjk Sjk
Omdat det(AB) = det(A) det(B) vinden we ook
= Sj1 " Sh det(ij...jm).

Omdat 1 < j; < -+ < jr < n weten we dat 0 < s, ---55, < 57---5,. Dus
volgt:
(det(Bjyjpjm))? < 7+ si det(Fjyjpejin))*.

En zien we als we gebruik maken van (8.11).

det(BBT) - Z (det(lehjm))Q

1<j1 < <jr<n

< Z 3% T Si det(Fj1j2"'jm))2

1<j1 < <jk<n

= S%'”é‘i Z det(ﬂlj?"jm))z

1<ji<<gr<n
=525t det(FFT).

En kunnen we dus concluderen

det(WTATAW) < s3--- 52 det(WTUTUW)
=57 spdet(WTW).

O]

Bewigs van lemma 46. We maken gebruik van Schur’s theorem deze geeft ons
dat als A een n x n matrix is, dat A dan kan worden uitgedrukt als [4].

A=UTUT. (8.12)

Waarbij U een unitaire matrix is en T een bovendrichoeksmatrix. Boven-
dien staan de eigenwaardes van A op de diagonaal van T'. We kunnen (8.12)
omschrijven, dan krijgen we:

T=UTAU. (8.13)
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We introduceren nu V1 = [kOx(n—k)]- Hier is Opy(n—p) een k x (n — k)
nulmatrix. Als we bijvoorbeeld k = 3 en n = 5 nemen zien we:

10000
vi=101 00 0
00100
en ook
AM o ox x x x| [1 0 0
100000 X % =x x|[[010
det(VITV)=det| [0 1 0 0 O |[O O X3 = | [0 0 1
001 00[][0 0 0 X *x[]|000
0 0 0 0 X]| |0 00
)\1**
= det 0 )\2 * = )\1 . )\2 . )\3.
0 0 N3

| —
k x k bovendriehoek van T’

In het algemeen geldt
det (VTTV) =detTi1 =AM

Waarbij 717 de k x k linker bovenhoek van matrix 7' is. We bekijken nu

vIiTITYV
TT o T{{ O T11 T12 Ik
viT'TV = [I}, O] [Tg 8| 0 1| |0
Ty Tl [I
_ mH 11 12 k
- [Tll O] [O ng] [O}

= [THT THT.) [g]

H
En zien we nu

A1 Agl? = | det Ty1|* = det (T{, 1)
= det (VITTTV)
= det (VIUTATUUT AUV)
= det (VTUTATAUV)
<si-sidet (VIUTUV)
= s% e s% det (VTV)
= 5% ---s%det (I)

:S%"'S%.

Waarmee we de gevraagde ongelijkheid hebben laten zien. O
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Bewijs van lemma 47. Merk op dat

/ (r — s)e’ds = / xe® — se’ds

T S S]LE
—0o0 € —00

= (ze® — 0) — (ze® —e® —0)

= ze® — et 4+ €7

= [ze®]T __ — [se

=e".

We schrijven nu:

eIZ/ (x—S)esds:/ (x—s)esds—i—/ 0-e’ds.

We introduceren:

( ) T —Ss voor s<x
r—S)y = .
0 voor S >,

Waarmee we (8.14) kunnen omschrijven naar

e’ = / (x — s)ye’ds.

—00

We nemen nu x = a; en sommeren van 1 tot k:

k (e e]
e = Z/ (aj — s)4€e’ds
j=1 j=177>°
en op gelijke manier zien we ook:
k E o oo
Zebj = Z (bj — s)4€e’ds
=1 j=177°
Waarmee het dus voldoende is om te laten zien dat
k k
D (aj—s)y <> (b — )y
j=1 j=1

voor elke s € R.

1. Als s < ai dan zien we:

k
Z(aj—s)+:(a1—s)—|—---+(ak—s)
j=1

(8.2)
< (o) 4t ()

Delft 42
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2. Als aj_1 > s > a; voor | = 2,...,n dan zien we:

i)+ =(a1—s)+ -+ (a—s)+

Mw

]:1
=(ar—8)+-+(q—1 —5)+0

(8.2)
S (b1—8)+"'+(b171—8)

k
< (b= )+ 4 (e —8) = (b — )
j=1

3. Als s > a7 dan:

Mw

— S + = 0
]:1
(82) F
5530
7j=1
Waarmee we hebben laten zien dat

k

k
Ze“j < Zebﬂ', voork=1,...n

j=1 j=1

Bewijs van lemma 48. We maken gebruik van lemma 46. Deze geeft ons:
A1l || < 810 s

Stel dat |[A\g| > 0,Vk dan geldt wegens het feit dat In(x - y) = Inz + Iny ook
dat:
In|Ai|+ -+ Infj| <lnsy + -+ Insyg.

We vermenigvuldigen vervolgens links en rechts met p > 0.

p(In|Ai|+---+InAg|) <p(lns; +--- +1nsg)
e
AP+ +In AP <Insf +---+1nsh.
We maken nu gebruik van lemma 47 waarbij a; = In|\;|?, b; = In s?,j =
., k. We zien:

p p
el ooy el < sty lnsy

<~
AP+ AP < s 448
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We hebben ons resultaat gevonden voor k = 1,...,n met |[\g| > 0. Stel nu
dat A\j = 0 voor zekere j € 1,...,n. Dan 0 = |A;| < s voor alle k € j,...,n
Immers |A1| > -+ > |\,| dus als A3 =0 dan Ay =0 en A5 = 0 etc. O

Dan hebben we nu alle voorbereiding gedaan om lemma 40 te kunnen
bewijzen.

Bewijs van lemma 40. We gebruiken lemma 35 en gaan verder met het bekij-
ken van trace(UB). Laat \{(UB), ..., \n(UB) de eigenwaardes van UB zijn,
waarbij elke herhaald wordt tot zijn algebraische multipliciteit. Dan geldt

trace(UB) Z/\ (UB)

en volgt (*) uit lemma 48
\trace(UB)| < Zn: NUB) 2 Zn:sj(UB). (8.15)
j=1 J=1
Verder is U orthogonaal dus:
|Uz|* = (Uz,Uz) = (UTUz, z) = (z,z) = |z|%
Dus ||U|| = 1. Wegens lemma 44:

sj(UB) < [|U]|s;(B)
= Sj(B).

Als we nu aan beide kanten de som nemen krijgen we
Z s;(UB) <) _si(B
= j=1
ofwel, gebruikmakend van (8.15)

n

|trace(UB)| Z = ||Bl|o1 -

Dit bewijst “>” in lemma 40. Nu zoeken we nog een U zodat
trace(UB) = || B||¢cn -
We bekijken nu de singulierewaardeontbinding.

B =VSU.
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Waarbij S = diag{si,...,sn}, s; = sj(A) en Vi en U; unitaire matrices. Dan
schrijven we:

trace(UB) = trace(UV,SUL)

We kiezen U ® U1 V(L dan volgt

= trace(U, VI V1 SUT)
= trace(UlsUl )
= trace(SUL Uy)
= trace(SI)

= trace(95)

En vinden we ons resultaat. We merken op dat (%) zo mag worden gekozen
aangezien het product van twee unitaire matrices ook een unitaire matrix geeft.
Immers

wovhHrwovh =vuTuv?
=vivt
=1.

Waarmee is aangetoond dat wordt voldaan aan de definitie van unitariteit. [

Lemma 49. Als B en C n X n matrices zijn dan:

1 1
|BC||cn < trace(BBT)2trace(CCT)2. (8.16)

Bewijs van lemma 49. We gaan gebruik maken van Lemma 40. Merk op dat
(8.1) geeft dat VU zodat U orthogonaal geldt dat

||Bl|lcr > trace(BU)

en dus

trace(BCU) < ||BC||cn.

Waarbij er gelijkheid optreedt voor een van deze U’s. Als we nu aantonen dat

1
trace(BCU) < trace(BBT)? trace(CCT)z. vU. (8.17)

dan geldt dat ook voor de U die het maximum geeft in (8.1) en kunnen we
concluderen

1
|BC||cr = trace(BCU) < trace(BBT)?2 trace(CCT)Q.

5
TUDelft 45



Aldus, we gaan (8.17) aantonen. We merken op:

trace(AB) = i i a;ibij

=1 i=1
1
n 2 n %
2 2
<> dh D> b
j=1 i=1

= trace(ATA)%tmce(BTB)%.
Dus vinden we vanwege bovenstaande:
trace(BCU) < trace(BTB)%trace((CU)T(CU))%
= trace(BTB)%t'race(UTCTCU)%
waarna we nu met behulp van lemma 35 vinden:
= tmce(BTB)%trace(UUT CTC)%
N~

=I
= tmce(BTB)%trace(CTC’) 3,
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9 Resultaten over de matrix H

Stelling 50. Als H = (h;j) een positieve matriz is met hy; # OVi en U is
orthogonaal dan:

(HU)“

Bewijs van stellling 50. Neem = ; voor alle i. We zien:

" (HU)?Z &
Z (h)“ = Z%’(HU)n'-
i=1 w i=1

Laat nu D de diagonaalmatrix zijn zodat D = diag(v;)}, dan volgt

Z% (HU); ZD“ HU )
= Z(DHU)Z-Z-
=1

= trace(DHU).
We gebruiken stelling 40, en zien
< |[DH||c1.

Merk op dat H positief is en dus wegens de spectraalstelling te schrijven is in

de volgende vorm:
H=QDQ".

Waarbij () een orthogonale matrix is en D een diagonaalmatirx met op de
diagonaal de eigenwaardes van D. In dit geval zijn deze eigenwaardes positief.
Tenslotte nemen we P zodat P = H? —= QD2 Q™. Merk op dat P symmetrisch
is. We zien nu:

|IDH|[cr = [|D(PP)||c
= [[(DP)Pl|cs-

Wegens lemma 49 volgt:

1 1

< trace((DP)(DP)T)2trace(PPT)?
1 1
= trace(DPPT DT)2trace(PPT)?
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Vervolgens gebruiken we dat P = PT en dat P? = H

1
= trace(DP?DT)? trace(P2)2
= trace(DHD)itrace(H)i

1

= trace(DQH) 5tmce(H)
Z 'Y?hm % Z hzz
St

=1

N|—=

N:\»—t

Zo vinden we

Delen door (37, (Hh[i) ) geeft

Kwadrateren van beide kanten geeft vervolgens het gevraagde. O

Lemma 51. Als H = (h;;) een positieve n x n matriz is met h;; # 0Vi. Dan
geldt:

1 1
<\/hn’ hij) Hcl < VollHlig:

Bewsijs van lemma 51. We weten wegens lemma 40 dat er een orthogonale
matrix U bestaat zodat

|(7)

We bekijken %, met het standaard inproduct.

"1
- Z h (HU)” :
C1 i=1 (3

I e S = 5 ()

Verder weten we

11,1, .1 = VI2 412+ . 412 = V/n.

5
TUDelft 48



En vinden we met behulp van Cauchy-Schwarz in de tweede stap:

Y (HU)i _ / ((HU)11 (HU)2 (HU ),
; Vhii _<< T Ve Ve ),(1,1,._.,1)>

< |G S o]

)y

" (HU)?
i—1 21

B

We gebruiken nu lemma 50 en vinden hier de volgende bovengrens voor:

We merken op dat

Zh“ = \/trace(H) = \/trace ((HTH)%) = HHH%1 :
i=1

En dus kunnen we concluderen dat

1 1
[(=t)|, = vt

hetgeen te bewijzen was. O

Lemma 52. Gegeven een matriz A. Dan geldt dat er een unitaire matriz U
bestaat zodat AU een positieve matrix is en er geldt:

(AU)? = AAT.

Bewijs van lemma 52. Wegens lemma 42 bestaan er unitaire matrices V., W
en een diagonaalmatrix D zodat:

A=VDWT.
We kiezen nu
U=wvIivpvTivpvT—.
Waarbij |B| := VBT B en als B symmetrisch dan geldt uiteraard ook |B| =
VBBT. Merk op dat |VDVT| = V|D|=*VT. Mocht het zo zijn dat d;; = 0, Vi

dan nemen we |D|~! = 0. We zien nu
U=wvTivpvTivpvT-
=wpvTivpyT !
=wbpvTv|D~tvT
=wD|D|"vT
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en ook

AU = AWD|D|~'VT
=VvDWTwDp|D|7'VT

= VDDV
= VDDV
=VvDVT'.

Hiermee is aangetoond dat AU symmetrisch is en positief. Bovendien
(AU)* = vD?VT = 4AT.
Waarmee we het gevraagde hebben laten zien. O

Lemma 53 (Ongelijkheid van het meetkundig en rekenkundig ge-
middelde). Voor een rij (a;);—; € [0,00) geldt:

1 n n %
LS (,H ) .
=1 =1
Het bewijs van lemma 53 laten we achterwege.

Lemma 54. Voor een rij (a;);—, € [0,00) geldt:

1 n n %
=1 i=1
—
al =ag = -+ = dap.

Bewijs van lemma 54. We gebruiken tegenspraak. Stel dat niet alle a;’s gelijk
zijn. Z.v.v.a nemen we aan dat a; # as. We nemen nu

~ a1 + ag ~ a1 + ag

a; = en g = )

2 2

We bekijken a; = a1, as, as, ..., a, en zien dat

1 n 5 1 /(a1 +ao a1 + as
=3 A= + +ag+ -+ ap
n n 2 2

1 R
E(al+a2+a3+"'+an)zﬁzai‘
i—1

Echter

2 2
-~ a1 +a 1
ayjaz = < ! 5 2) = <2 (a1 +a2)> > a1a2.
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We zien

1 n 1 n n % L L n %
nzlazznzlal: <1_11:CLZ> :(a1a2-~an)5 <(ZL/1ZL¥2"'CLn)Z = <1_[1a’2> .
1= 1= 1= i=

aanname

Dit is echter in tegenspraak met lemma 53. Dus kunnen we concluderen dat
er wel moet gelden dat a1 = a9 = -+ = ay,. O

We hebben nu alles om het laatste lemma te bewijzen voordat we naar het
bewijs van stelling 25.

Lemma 55. Laat A een n X n matriz zijn van reéle getallen, waarbij elke
rij een niet-nulrij is. Dan is er een rij (0;)7 van positieve getallen en een
orthogonale matriz U zodat de matriz H = (hi;) gegeven door:

positief is en er geldt h;; = 1Vi.

Voorbeeld 56 (bij lemma 55). Voor

-2 10
=[]
neem
11
o= | 5
V2 V2

1 1 8 12
-2 10 75 5 T
w=[2 Y [E A]-[F ]

Kies nu 6, = % en 0y = ) dan volgt

4

(5 —3) g5 g1
H =0; (AU); = g(f _f) - _ﬁ.ﬂi i

22 TV V2 4 2

We zien dat de verkregen matrix H symmetrisch is en positief definiet en dus
positief.

Bewijs van lemma 55. We zijn op zoek naar een rij (6;)} van positieve getallen
en een orthogonale matrix U zodat 6;(AU);; een positieve matirx is en hj; =
w,w > 0 constant Vi. Omdat je de ; daarna kunt schalen is er alsnog te

5
TUDelft 51



bereiken dat h;; = 1Vi.
Laat (6;)7 een rij positieve getallen zijn. We gebruiken lemma 39 en vinden:

| (Biaij) [lor = || (Biaij), |2

= iZnIH?a?j

i=1 j=1

Waarbij ¢ = min; [| (a;), [[2. Er volgt:
H(Giaij)Hol Z C:- miax 01 (9.2)

We definiéren nu « als volgt

« = inf { H (Giafj)ij

We willen graag aantonen dat dit infimum een minimum is, echter de 6; :

[16; = 1,0; > 0is niet compact. Kies nu een rij <<02(k)) ) zodat [T7 o*)
7

k>1 1=1"1
),

Als we bovenstaande samen bekijken met (9.2) zien we:

k

ct o=

1,6% >0en

Ja.

Cl

<M.

c - max 92@) < H (9§k)@z‘j)

)

(/A ¥ed!

—rx

Hierbij is M een constante die onafhankelijk is van k, dit volgt uit het feit dat
convergente rijen begrensd zijn. We zien:

c-max0; < M,
7
de rij (Qf)@l is begrensd. Wegens de stelling van Bolzano-Weierstrass we-

ten we dat (Hf) een convergente deelrij moet hebben. We noteren deze

E>1
convergente deelrij met (95’") . Deze deelrij convergeert naar 6.

m>1
I —y

)
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We introduceren nu de verzameling

k
C:{GER”:QiZO,Heizl}

i=1

en laten zien dat deze verzameling C' gesloten is. We kunnen C' als volgt
schrijven:

C=[0,00)"Nf({1})
waarbij f : R" — R, f(t) = [[.;t; = 1. En f dus continu. Omdat f
continu is en {1} gesloten is f~!({1}) ook gesloten. Verder is ook [0,00)"

gesloten. Dus concluderen we dat de verzameling C gesloten is. Waarmee we
ook kunnen concluderen dat § € C'. We definiéren

¢ (0) := H(Qiaij)ij

Cl

en zien
10} (Hk) — a.
Omdat 0%~ — § ook

o(3) —o(0).

Bovendien ¢() = o ofwel

= Q.
c1

H( i

Vanaf nu schrijven 6; in plaats van 6;. Neem voor deze rij ((6;)}) de matrix

H = (hyj) zodat H? = <9i (AAT)Z,J. 0j> en H positief. We gaan laten zien dat

er nu een orthogonale matrix U bestaat zodat

hij = 0;(AU ).
Om te beginnen merken we op dat in het algemeen
0; (A)ij = (@A)ij'
waarbij © = diag{61,...,0,}. En ook
(A)ij 9]' = (A@)ij'

waarbij © = diag{61,...,0,}. Dit is relatief eenvoudig te zien:

91 0 .o 0 a; a2 ... Qin 91&11 91(112 e 91a1n
0 92 N 0 azr a2 ... Qn 92&21 92(122 e 92a2n
0 0 ... 0,| lapt ana ... ann 0,001 Onans ... Opnann
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en

ail; aiz2 ... Qin 91 0 e 0 (91@11 020,12 e Hnaln
as;r agy ... Qa9n 0 (92 e 0 (91&21 02&22 e Hnagn
anl1 AaAp2 ... Qpn 0 0 e Hn Hlanl 92an2 . Hnam

Matrix H wordt dan zodat
H? =04A%0. (9.3)

Het toepassen van lemma 52 op © A geeft ons een unitaire matrix U zodat aan
(9.3) wordt voldaan. We weten omdat (6;)] positief is, en A geen rijen heeft
met enkel nullen dat geldt: h;; # 0Vi. Maak nu Vi

1

3=

Merk op dat

3=

=

)

2

"y (IT=1 Vi)
[[i2 Vhii
(I v 7) (94

I Vha

L= Vs

H%‘ =
i=1
_ I

(= (Vi)

-
Il

3
3=

=

T, Vi

Dus zowel "
Hﬂlzl als H’yizl.
i i=1

Kies nu 0, = ~;6;. Hiervoor geldt:
n n n n
116 =10 =]]]]¢:=11=1
i=1 i=1 i=1 =1

Verder hebben we (6;)] zo gekozen dat ||(6;a;;)|| 1 minimaal is onder de voor-
waarde [[7" , 6; = 1. Dus voor 6, geldt dat

1(Gsai)llcn < || (Biaij) || oo - (9.5)

Verder merken we op dat voor algemene A en unitaire U geldt

2 1
|AU|| -1 = trace (A vt AT> = trace ((AAT) 2> =||Allcr. (9.6)
1
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Er geldt dus gebruikmakend van (9.5) en van (9.6)

[Hllcr = [0AU ||

= [|©A[[cx wegens (9.6)
= [[(0iaij) ||
= H(anij)Hcl wegens (9.5)
= [[(vibiaij)||
— (%’91' (AU),-j) HCl wegens (9.6)
= [|(vihiz)ll

1

I
=~
>

b
v
|
S
<

Waarbij we in de laatste stap gebruik maken van lemma 51. Delen door
1
Vi |H| 2 gees

1
1 1 n !
1H]2: < | ] Vs
11
1 n 1 n n2
(3m) < (11
nz \ =1 j=1
1
(13 = (1T
i=1 j=1
1
1 n n n
= hii < hyj;
niil 7j=1

Verder weten we dat in het algemeen geldt:

3=
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Dit is namelijk lemma 53. We vinden dus als we de twee bovenstaande uit-
drukkingen combineren:

1 n n n
HZhii: thjj :
j=

i=1

Wegens lemma 54 weten we dat er dus moet gelden dat alle h;; gelijk aan
elkaar zijn. Waarmee we het gevraagde hebben laten zien. O
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10 Bewijs van het plankenprobleem voor convexe
symmetrische vormen

Tenslotte bewijzen stelling 25

Bewijs van stelling 25. Het is voldoende te laten zien dat als A = (a;;) een
n X n matrix is met a; = 1Vi. En (m;)7] een rij zijn van reéle getallen, dan is
er een rij (A;)} met

zodat voor elke i,

- 1
| > aighy —mi| = -
j=1

We beginnen met het gebruiken van lemma 55. We kiezen een rij (6;)7 van
positieve getallen en een orthogonale matrix U zodat

H = hij = (0:;(AU);;) (10.1)

met H positief en h;; = 1Vi.
Wegens stelling 27 is er een keuze voor (63-)? zodat voor alle i:

n
| Zhijeﬂj — n91u1| Z QZ
j=1
Dit samen geeft dat

10> (AU) €05 — nbipsi| > 6;

<
Il
—

M=

(AU)ije05 — npil > 1

<.

1
(AU)ijeib5 — pal = —,

1

3

3|
I

we gebruiken (AU);j = > '_{ Girtyj

n n

1 1
I SN aiuneity — pal > -

j=1r=1

n

n
1 1
1> air 52%«;'69'93' — il 2
r=1 j=1
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Voor A\, nemen we nu

1 n
Ar = E z;urjejﬂj.
ji=

We hoeven nu enkel nog te laten zien dat > _; A2 < %

2
n n n
1
)\2 = — U 69
E r § : n § : T3-37J
r=1 r=1 7=1
2
n n
1
= E ﬁ E urjejﬁj
r=1 7=1
2

r=1 \j=1
r=1i=1 j=1
r=1i=1 j=1
n n
iy
n? £ 4
i=1 j=1

i=1 j=1

1 n
~ > 62
=1

(Sij:{

en waarbij we gebruikmaken van €7 = 1,Vi

1 n
2
a0
r=1

Waarbij
als

als

Ofwel

n
E Upi Uyj

r=1

1 n n
;Z > urjejb;

1 n n o on

ﬁ Z Z Z uriurjeiejﬁiﬁj
1 n n o on

ﬁ Z Z Z umurjel-ejﬁiej

> €i€j0i9]’

1 n n
ﬁ Z Z (51']‘61‘6]'91‘0]'

i=j
i # 7,

. Dus moeten we aantonen dat

1
~

Zn: 0?— <n.
r=1

o8
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Verder zien we dat uit (10.1) volgt dat:

H = (0:(AU);;)

H (U) = (6:(AU)y;) (UF))
(HU);; = 0,(AUUT);
(HUT)ij = 0;(A);
(HUT)ij = b;ai;

voor alle 7, 7. En omdat a;; = 1 voor elke ¢ vinden we ook
0; = (HUT);;

voor 1 < ¢ < n. Verder weten we hy; = 1,Vi. We gebruiken nu lemma 50 en
zien dat
n

zn:eg - Z (HUT)?Z‘
i=1

~
[y

(HUT)2
i

|
&M:

@
Il
—

NE

hii
1

I
o .
I 3
N

—

I
S

Waarmee we hebben laten zien hetgeen we wilden bewijzen. O
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11 Open probleem

Zoals beschreven in de inleiding is het niet-symmetrische geval van het relatieve
plankprobleem open. Deze luidt als volgt:

Vermoeden 57. Laat C een convex gebied in R? zijn. Laat p1, pa, ... planken
zign in RY met normaalvectoren v1,va, ... zodat C C U2, pi dan

w(p;)
; w(C,v;) =

Waarbij w(p;) de breedte van plank p; is en w(C,v;) de breedte van C in de
richting van v.

Het idee is dat de breedtes van de plank geschaald worden naar de breedte
van de vorm in de richting van de plank.

Voorbeeld 58. We bekijken de volgende niet-symmetrische vorm in R?:

'v/ V2

Figuur 12: Niet-symmetrische vorm overdekt door drie planken

De getallen zichtbaar in de figuur geven de w(C,v;) aan. We zien:

1
Blauwe plank pi: w(p1) = 5\/5 (11.1)
1
Groene plank pa: w(p2) = 15 (11.2)
Rode plank p3: w(ps) = v/2 (11.3)

en zo

e V2 1y V2 1,3 1
—~w(C,vi) 22 4 22 4 8 2

We zien dus dat het vermoeden in dit specificke geval klopt.

™| ©
v
—_
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